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“Descuidados, zombeteiros, violentos — assim nos quer a sa-
bedoria, ela é uma mulher, ela ama somente um guerreiro.”

(Friedrich W. Nietzsche, Assim falou Zaratustra)1

1	 NIETZSCHE, F. W. Assim falou Zaratustra. Um livro para todos e para 
ninguém. São Paulo: Companhia das Letras, 2011. p. 41.
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APRESENTAÇÃO

Este livro é resultado de um Projeto de Ensino de Graduação 
(PEG), aprovado pela Resolução CEPEC/UFGD n. 133, de 29 de 
agosto de 2019, desenvolvido por estudantes do curso de Engenharia 
Civil e professores da Faculdade de Engenharia (FAEN) da Universi-
dade Federal da Grande Dourados (UFGD). Os temas aqui desenvol-
vidos foram motivados pelas dificuldades que os estudantes encon-
tram ao estudar os conteúdos de Dinâmica dos Fluidos nos cursos 
de engenharia da FAEN, de forma que se buscou uma linguagem 
amigável para a apresentação do assunto aos estudantes e aos inte-
ressados.

Trata-se da primeira edição da obra e esperamos que, com o 
uso do material, os(as) professores(as), os(as) estudantes e os(as) 
interessados(as) possam contribuir para o aprimoramento do conteú-
do apresentado e, possivelmente, para a publicação de uma nova 
edição.

Lôide Angelini Sobrinha
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INTRODUÇÃO

A Mecânica dos Fluidos é uma subcategoria da Mecânica, cujo 
foco é o estudo do comportamento dos fluidos em repouso e em mo-
vimento e das interações entre fluidos e sólidos. Nessa classificação, 
o estudo do comportamento do fluido em repouso é intitulado Estática 
dos Fluidos, e em movimento é intitulado Dinâmica dos Fluidos. A Me-
cânica dos Fluidos, popularmente conhecida pelos estudantes como 
MecFlu, é definida também como a ciência que estuda o comporta-
mento físico dos fluidos e as leis que regem seu comportamento.

O estudo do movimento dos fluidos proposto nesta obra também 
é conhecido como Hidrodinâmica, a qual proporciona os fundamen-
tos para o desenvolvimento das teorias estudadas em hidráulica dos 
condutos forçados e dos condutos livres. Para entender o que especi-
ficamente o estudante de engenharia experimentará ao estudar o mo-
vimento dos fluidos, iniciamos apresentando uma conceituação mais 
simples de fluido, ou seja, qualquer substância em estado líquido ou 
gasoso (água, óleo, gasolina e gases em geral).

Outra abordagem também permite definir o fluido a partir da aná-
lise da estrutura molecular de um material sólido (aço e concreto, por 
exemplo), que possui moléculas pouco espaçadas e sujeitas a forças 
intermoleculares intensas e coesivas. Nos materiais líquidos (fluidos), 
o espaçamento entre as moléculas é maior e as forças intermolecula-
res são fracas, se comparadas àquelas dos sólidos, e, por esse moti-
vo, as moléculas de fluido apresentam maior liberdade de movimento, 
conferindo ao fluido a característica de ser deformável. Os gases (ar 
e oxigênio, por exemplo) apresentam espaços intermoleculares ainda 
maiores e as forças intermoleculares são desprezíveis. Dessa forma, 
consequentemente a liberdade de movimento e a deformação dos 
gases são maiores do que as dos fluidos.

O fluido água, por exemplo, ao escoar através da tubulação de 
um reservatório até uma torneira, é um caso de estudo, pois cabe 
ao estudante de engenharia entender as relações entre o movimento 
das partículas de água dentro da tubulação e as paredes sólidas da 
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tubulação, sendo que, o atrito entre a parede da tubulação e o fluido 
causam uma perda de energia que necessita ser contabilizada em um 
projeto hidráulico-sanitário.

Em alguns cursos de Engenharia, o estudo da MecFlu é a base 
para os estudos da Hidráulica e, por isso, em MecFlu, é solicitado 
ao(à) estudante que ele(a) entenda as relações de movimento dos 
fluidos e as leis que regem seu comportamento para que, a partir des-
se entendimento, possa prosseguir no estudo da Hidráulica, no caso 
do estudante de Engenharia Civil. Ao estudar Hidráulica, o estudante 
desenvolve habilidades para projetar sistemas hidráulicos-sanitários, 
sistemas de tratamento de água para o consumo humano, sistemas 
de tratamento de esgoto sanitário e sistemas de drenagem das águas 
pluviais.

Muitos estudantes têm dificuldades em visualizar a aplicação 
da MecFlu a partir das teorias e exemplos de aplicação apresenta-
dos em diversas obras sobre o assunto. Portanto, esta obra objetiva 
apresentar os conteúdos com uma linguagem acessível aos leitores 
e, sempre que possível, justificar a necessidade do aprendizado de 
determinados temas, pois, assim, acreditamos auxiliar no processo 
de ensino-aprendizagem.

Com uma linguagem amigável, o livro Dinâmica dos fluidos para 
engenheiros em formação aborda, no primeiro capítulo, uma revisão 
de termos e conceitos da Mecânica dos Fluidos. Na sequência, no se-
gundo capítulo, são apresentados dois temas referentes à Cinemática 
dos Fluidos: as descrições Lagrangiana e Euleriana e o Teorema de 
Transporte de Reynolds. Do terceiro ao quinto capítulos são apresen-
tados os conceitos relacionados à conservação da massa, da energia 
e do momento. No sexto capítulo, são apresentados os conceitos re-
lacionados à análise dimensional. Por fim, no último capítulo do livro, 
são apresentados os relatos dos autores sobre o processo de cons-
trução da obra e as expectativas quanto ao uso do material.

Objetivando auxiliar o entendimento dos conceitos apresenta-
dos nas diversas obras sobre Mecânica dos Fluidos, este livro tem um 
caráter teórico e não propõe exercícios de aplicação prática.
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Neste capítulo, são apresentados alguns conceitos necessários 
para o entendimento das teorias apresentadas nos capítulos seguin-
tes. Ao ler a primeira seção deste capítulo, o leitor pode perguntar-se 
por que é preciso saber o conceito de grandeza vetorial para entender 
o movimento de um fluido. Pois bem, uma das características do mo-
vimento do fluido é a velocidade, a qual é uma grandeza vetorial, ou 
seja, ao estudar a velocidade enquanto grandeza vetorial, denota-se 
que, além do valor numérico, a velocidade é uma grandeza física que 
tem direção e sentido. Para o estudo do movimento, a definição da 
grandeza vetorial é essencial, pois as partículas de fluido em movi-
mento podem ter direção e sentido diferentes.

São apresentados também os conceitos fundamentais para o 
estudo da Mecânica dos Fluidos, tais como: volume de controle, pro-
priedade dos fluidos, condições e tipos de escoamento.

1.1 Grandeza escalar e grandeza vetorial

Uma grandeza física é denominada escalar quando requer ape-
nas um atributo e uma unidade de medida (MARQUES, [202-]). Para 
exemplificar, consideremos um determinado reservatório de água, co-
nhecido popularmente como caixa d’água, com volume de 1000 litros. 
Nesse caso, o volume é o atributo, pois está totalmente definido por 
seu valor numérico (1000) e por sua unidade de medida (litros), não 

S
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havendo necessidade de mais informações, como direção e sentido. 
Além do volume, são exemplos de grandezas escalares a pressão, a 
energia, a temperatura e o tempo.

Uma grandeza física é denominada vetorial quando, além de 
necessitar de um valor numérico, também necessita de uma direção 
e de um sentido para ser determinada, ou seja, necessita de um con-
junto de três informações ou atributos para sua inteira caracterização 
(MARQUES, [202-]). De acordo com Salmeron (2003) “uma grandeza 
vetorial se caracteriza por quatro elementos: significado físico, valor 
numérico (módulo), direção e sentido”.

As grandezas vetoriais são representadas por entes matemáti-
cos denominados vetores. São exemplos de grandezas vetoriais: a 
força, a velocidade, a aceleração, o momento linear, o momento an-
gular e o torque. Um exemplo de grandeza vetorial é apresentado na 
Figura 1.1. Para entender o conceito de força, devemos conhecer seu 
módulo, sua direção e seu sentido.

Figura 1.1 – Representação da força como grandeza vetorial (seta 
vermelha).

Fonte: Elaborada pelos autores.
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Além da grandeza força, a velocidade também é um exemplo. 
Além do valor numérico, ela possui unidade de medida que relaciona 
as unidades de comprimento e de tempo no sistema internacional de 
unidades de medidas (SI), metros por segundo (m/s). A aceleração 
gravitacional, além do valor usual de 9,81, possui unidade de medida 
m/s2.

1.1.1 Notação vetorial

Segundo a definição de Halliday, Resnick e Walker (2016), veto-
res são representações da intensidade (também denominada de mó-
dulo), da direção e do sentido de determinada grandeza vetorial. São 
constituídos de reta (representando o suporte para a direção) e de 
seta (representando o sentido). O comprimento do vetor caracteriza 
seu valor ou, em termos técnicos, seu módulo (HIBBELER, 2010). Na 
Figura 1.2, são apresentadas as características do vetor.

Figura 1.2 – Representação de um vetor.

Fonte: Elaborada pelos autores.

Um vetor velocidade , por exemplo, pode ser representado da 
seguinte maneira:
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(1.1)

Na Equação 1.1, o vetor velocidade  é escrito como a soma 
vetorial das velocidades ,  e . Note que u, v e w representam as 
magnitudes das componentes nas direções x, y e z do espaço carte-
siano, respectivamente. 

Os versores ,  e  são os vetores unitários  = (1, 0, 0),  = (0, 
1, 0) e  = (0, 0, 1), atuantes nas direções x, y e z, respectivamente, 
conforme representado na Figura 1.3.

Figura 1.3 – Representação dos vetores unitários ,  e .

Fonte: Elaborada pelos autores.

Por exemplo, um vetor velocidade tridimensional ou uma veloci-
dade que atua em três diferentes direções é escrito como = (2 + 3
+ 4 ) m/s. Note que os valores 2, 3 e 4 são exemplos das magnitudes 
das componentes nas direções x, y e z, respectivamente. Grafica-
mente, em termos de vetor unitário, o vetor velocidade é representado 
pela Figura 1.4.
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Figura 1.4 – Representação do vetor = (2 + 3 + 4 ) e de seus 
componentes  = (2 ),  = (3 ) e  = (4 ).

Fonte: Elaborada pelos autores.

1.1.2 Vetor posição

A posição de um objeto pode ser representada utilizando veto-
res, os chamados vetores posição. No sistema cartesiano de coorde-
nadas (x, y, z), o vetor posição  parte da origem (0, 0, 0) (referencial) 
e vai até a posição do objeto considerado de acordo com as coor-
denadas (x, y, z). Essa abordagem é adotada por Hibbeler (2010) e 
comumente utilizada por vários autores.

Observe, na Figura 1.5, o ponto A de coordenadas (2, 2, 4), vetor 
destacado em preto na imagem, é o vetor posição denotado por .
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Figura 1.5 – Posição do ponto A representada por um vetor.

Fonte: Elaborada pelos autores.

Para obter o módulo do vetor, ou o seu tamanho, elevamos cada 
magnitude de cada componente do vetor ao quadrado, e somamos os 
valores obtidos. Em seguida, aplicamos a raiz quadrada ao resultado 
da soma. No exemplo referente à Figura 1.4, temos que:

1.2 Relembrando o conceito de gradiente e de produto 

escalar

No cálculo, o gradiente de uma função é o vetor que aponta para 
a direção e o sentido de máximo crescimento da função no ponto ava-
liado (STEWART, 2013). Ele é o vetor onde cada coordenada é uma 
derivada parcial da função, em 3 dimensões temos que o gradiente de 
uma função no ponto avaliado  é:
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(1.2)

Por exemplo, temos a função  e um ponto P 
(3, 4) no plano cartesiano. Ao aplicar os conceitos de vetor gradiente, 
derivando parcialmente a função em relação a x para obter a coorde-
nada x do vetor gradiente e depois fazendo o mesmo em relação a y, 
obtemos: , conforme Figura 1.6.

Figura 1.6 – Gráfico da função .

Fonte: Elaborada pelos autores.

Substituindo x e y pelos valores do ponto P na equação do vetor 
gradiente, temos: . Dessa forma, os valores escala-
res 6 e 8 são coordenadas para indicar em qual direção e sentido o 
vetor gradiente aponta. Nos eixos x e y, respectivamente, esse ponto 
será denominado ponto B (6, 8), conforme Figura 1.7.
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Figura 1.7 – Gráfico da função  com a representação do 
vetor gradiente em amarelo.

Fonte: Elaborada pelos autores.

O vetor gradiente começa no ponto P (3, 4) e termina no ponto 
B (6, 8) do plano cartesiano. Portanto, no ponto P, a função tem sua 
maior taxa de crescimento na direção e no sentido do ponto B, confor-
me apontado pela seta.

Outro conceito importante para relembrarmos neste momento 
é o de produto escalar entre dois vetores. O produto escalar em ál-
gebra linear é uma função de dois vetores que fornece um número 
real como resultado. Ele é calculado da seguinte forma: dados dois 
vetores  e , basta somar o produto entre as 
coordenadas.

(1.3)

O conceito de produto escalar apresentado é empregado, por 
exemplo, na definição de aceleração advectiva descrita pela Equação 
1.4.

(1.4)
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Na qual  representa a aceleração advectiva, u, v e w re-
presentam as magnitudes das componentes nas direções x, y e z do 
espaço cartesiano e os termos ,  e  são as coordenadas do 
vetor gradiente.

1.3 Derivada material

A derivada material D/Dt é o operador diferencial total, definido 
ao acompanhar uma partícula de fluido se movendo através do cam-
po do escoamento (ÇENGEL; CIMBALA, 2015). Essa derivada D/Dt 
é composta de uma parte local para regime não permanente  e de 
uma parte advectiva, de movimento , conforme Equação 1.8.

Na aplicação da derivada material, é necessária a utilização da 
regra da cadeia, que, segundo Hughes-Hallett et al. (2016), é uma 
regra utilizada para derivar funções compostas. A regra da cadeia per-
mite encontrar a derivada total da função  de quatro variáveis para 
funções de diversas variáveis .

Desse modo, temos:

(1.5)

Lembrando que:

(1.6)

Onde: .

Logo, podemos reescrever a Equação 1.6 do seguinte modo:
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(1.7)

Assim, podemos concluir que a derivada material é dada por:

(1.8)

A derivada material possibilita a obtenção de resultados interes-
santes. Por exemplo, ao aplicarmos a derivada material ao campo de 
velocidade, podemos obter o campo de aceleração (por vezes cha-
mado de aceleração material):

(1.9)

Em conformidade com Çengel e Cimbala (2015), na equação 
1.9, o termo  representa a aceleração local, o escoamento em regi-
me não permanente é diferente de zero, e o termo  represen-
ta a aceleração advectiva, também chamada de convectiva, que pode 
ser diferente de zero mesmo para o escoamento permanente.

Figura 1.8 – Escoamento em uma mangueira de jardim com bocal com 
estreitamento. As setas vermelhas representam a velocidade.

Fonte: Adaptada de ÇENGEL; CIMBALA, 2015.
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Na Figura 1.8, o escoamento na mangueira é permanente, des-
sa forma, a aceleração local é igual a zero. Todavia, a aceleração 
advectiva será diferente de zero porque no estreitamento do bocal há 
uma diminuição da área e, de acordo com a equação da continuida-
de, isso resulta em um aumento da velocidade. Tal aumento deve ser 
causado pela aceleração.

A aplicação da derivada material não fica restrita a vetores. Po-
demos, por exemplo, aplicá-la em grandezas escalares, como a pres-
são p:

(1.10)

1.4 Características e propriedades dos fluidos

No texto introdutório, foi apresentado um conceito de fluido em 
função da estrutura molecular de materiais sólidos e materiais líqui-
dos (fluidos) no qual o espaçamento entre as moléculas de um flui-
do é maior em relação àquele dos sólidos e, por esse motivo, essas 
moléculas apresentam maior liberdade de movimento, conferindo ao 
fluido a característica de ser deformável. Os gases possuem maior 
liberdade de movimento e maior deformação do que os fluidos líqui-
dos, pois os espaços intermoleculares são ainda maiores e as forças 
intermoleculares desprezíveis.

A deformação do fluido pode ser evidenciada ao colocarmos um 
determinado fluido líquido em um recipiente qualquer. Será possível 
observar que o líquido toma a forma do recipiente no qual está con-
tido. Isso ocorre porque, em um líquido, os grupos de moléculas mo-
vem-se entre si, mas o volume permanece relativamente constante 
devido às fortes forças de coesão entre as moléculas (ÇENGEL; CIM-
BALA, 2015).
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Outra forma de evidenciar a deformação dos fluidos é subme-
tendo-os a uma tensão de cisalhamento (força por unidade de área). 
Nesse caso, a componente normal da força que atua sobre a superfí-
cie por unidade de área é chamada de tensão normal, e a componen-
te tangencial da força que atua sobre uma superfície por unidade de 
área é chamada de tensão de cisalhamento (Figura 1.9).

Figura 1.9 – Força normal e força cisalhante que atuam na superfície de 
um elemento de fluido.

Fonte: Adaptada de ÇENGEL; CIMBALA, 2015.

Sob uma tensão de cisalhamento de qualquer valor, os fluidos 
comuns, como a água, o óleo e o ar, se deformam continuamente e, 
portanto, escoam (MUNSON; YOUNG; OKIISHI, 2004). Para enten-
der como os fluidos escoam, é necessário definir suas propriedades 
mais importantes: massa específica, peso específico e volume espe-
cífico.

A massa específica  de uma substância é definida como massa 
de uma substância (kg no SI) contida numa unidade de volume (m3 
no SI) (MUNSON; YOUNG; OKIISHI, 2004). A massa específica tam-
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bém pode ser chamada de densidade (ÇENGEL; CIMBALA, 2015) e 
é apresentada na Equação 1.11.

(1.11)

De forma geral, a massa específica de uma substância depende 
da temperatura e da pressão, sendo a massa específica da maioria 
dos gases proporcional à pressão e inversamente proporcional à tem-
peratura (ÇENGEL; CIMBALA, 2015). Na Tabela 1, são apresentados 
os valores de massa específica para fluidos comuns na pressão at-
mosférica padrão.

Tabela 1 – Propriedades físicas de alguns fluidos comuns na pressão 
atmosférica padrão.

Fluidos comuns Temperatura T (ºC) Massa específica (kg/m3)
Água 15,6 999
Água do mar 15,6 1.030
Ar (padrão) 15,0 1,230
Álcool etílico 20,0 789
Gás natural (metano) 20,0 0,667
Gasolina* 15,6 680
Glicerina 20,0 1.260
Óleo SAE 30* 15,6 912
Mercúrio 20,0 13.600

Fonte: Adaptada de MUNSON; YOUNG; OKIISHI, 2004.
Nota:
* As propriedades dos derivados do petróleo variam com a composição, por isso, 
são apresentados valores típicos.

A massa específica de um fluido pode ser relacionada com a 
massa específica de uma substância conhecida, como a da água, 
numa determinada temperatura. A relação entre elas é denominada 
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gravidade específica (ÇENGEL; CIMBALA, 2015) e é apresentada na 
Equação 1.12.

(1.12)

O volume específico  é definido como o volume ocupado por 
unidade de massa da substância considerada, ou seja, é o inverso da 
massa específica, conforme Equação 1.13.

(1.13)

O peso específico  de uma substância é definido como o peso 
da substância contida numa unidade de volume. Ele relaciona a mas-
sa específica e a aceleração da gravidade local, dado em N/m3 no SI, 
conforme Equação 1.14.

(1.14)

Perceba que é possível obter o valor do peso específico dos 
fluidos comuns, multiplicando o valor da massa específica de deter-
minado fluido, apresentado na Tabela 1, pelo valor da aceleração da 
gravidade, de 9,807 m/s2. O peso específico da água a 15,6 ºC, por 
exemplo, é de 9.797 N/m3 ou usualmente 9.800 N/m3. Caso a unidade 
de medida seja kN/m3, esse valor será de 9,8.

Note que existem diferenças nos conceitos de massa específica 
e de peso específico. O primeiro é utilizado para caracterizar a massa 
do sistema fluido, enquanto o segundo é utilizado para caracterizar o 
peso do sistema fluido (MUNSON; YOUNG; OKIISHI, 2004).
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1.5 Viscosidade

A massa específica e o peso específico de um fluido não são 
suficientes para determinar como os fluidos escoam, pois dois fluidos 
podem apresentar massas específicas semelhantes, mas se com-
portarem de maneira diferente. Assim, torna-se necessário uma pro-
priedade que descreva a fluidez dos fluidos. Para isso, utilizaremos 
o exemplo clássico de um fluido escoando entre duas placas largas 
montadas paralelamente, sendo a placa inferior fixa e a superior mo-
vimentada a partir da aplicação de uma força F.

Na Figura 1.10, é possível observar que quando a força F é apli-
cada na placa superior, o fluido se deforma, sendo esse comporta-
mento condizente com a definição de fluido, pois se uma força cisa-
lhante é aplicada a um fluido, ele se deforma continuamente.

Figura 1.10 – Comportamento de um fluido com escoamento laminar 
entre duas placas paralelas quando a placa superior se movimenta com 
velocidade constante.

Fonte: Adaptada de ÇENGEL; CIMBALA, 2015.

Analisando mais detalhadamente a Figura 1.10, percebemos 
que, após os transientes iniciais, o fluido em contato com a placa su-
perior se movimenta com uma velocidade constante V, enquanto o 
fluido em contato com a placa inferior assume a velocidade da placa 
fixa, que é nula. Assim, o fluido entre as duas placas se move com 
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velocidade , onde y é a distância vertical da placa inferior. 
Note que existe um gradiente de velocidade  no escoamento do 
fluido entre as placas.

O fato de a velocidade do fluido em contato com a placa inferior 
ser nula, ou seja, mesma velocidade da placa fixa, deve-se a obser-
vações experimentais importantes na Mecânica dos Fluidos, que de-
finem essa condição como condição de não escorregamento (MUN-
SON; YOUNG; OKIISHI, 2004).

Outra informação que extraímos da Figura 1.10 é a taxa de de-
formação, que é equivalente ao gradiente da velocidade . Isso ocor-
re porque durante um intervalo de tempo infinitesimal , os lados das 
partículas do fluido ao longo de uma reta vertical  giram de um ân-
gulo infinitesimal , enquanto a placa superior move-se de uma dis-
tância infinitesimal . O deslocamento angular ou deformação, 
também conhecido como tensão de cisalhamento, é expresso como:

(1.15)

De forma que a taxa de deformação sob influência de uma ten-
são de cisalhamento  é dada por: 

(1.16)

Foi verificado experimentalmente que a taxa de deformação 
para a maioria dos fluidos é diretamente proporcional à tensão de 
cisalhamento :

(1.17)
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Os fluidos nos quais a taxa de deformação é proporcional à ten-
são de cisalhamento são chamados de fluidos newtonianos em ho-
menagem a Isaac Newton, que os definiu primeiro em 1687. A maioria 
dos fluidos comuns, tais como a água, o ar, a gasolina e os óleos, são 
fluidos newtonianos (ÇENGEL; CIMBALA, 2015).

1.6 Escoamento incompressível e escoamento 

compressível

Apesar de os fluidos líquidos terem a característica de serem de-
formáveis e escoarem sob ação de uma tensão de cisalhamento, eles 
não se comprimem e são ditos incompressíveis. Os fluidos líquidos 
são diferentes dos gases, que além de serem mais deformáveis, são 
facilmente comprimidos e são ditos compressíveis.

Para entender o quão compressivo é um fluido, ou seja, o quão 
fácil é variar o volume de certa massa de fluido pelo aumento do valor 
da pressão, precisamos estudar o módulo de elasticidade volumétri-
co, 

(1.18)

No qual,  é a variação diferencial de pressão necessária para 
provocar uma variação diferencial  de volume em um volume . 
Observe que o sinal negativo da definição representa que um aumento 
de pressão resultará numa diminuição do volume considerado (MUN-
SON; YOUNG; OKIISHI, 2004).

Considerando que um decréscimo no volume de uma dada mas-
sa  resulta num aumento de massa específica, a Equação 
1.18 pode ser reescrita:
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(1.19)

Um fluido é relativamente incompressível quando o valor de seu 
módulo de elasticidade volumétrico é grande, ou seja, é necessária 
uma grande variação de pressão para criar uma variação muito pe-
quena no volume ocupado pelo fluido (MUNSON; YOUNG; OKIISHI, 
2004). 

Outros autores definem o fluido como incompressível quando a 
sua massa específica ρ permanece aproximadamente constante em 
todos os lugares em que ocorre o escoamento, de forma que o volu-
me de cada porção do fluido não se altere ao longo do escoamento 
(ÇENGEL; CIMBALA, 2015). Lembrando que a massa específica ρ é 
a relação entre a massa  m e o volume , dada por  . Em termos 
matemáticos, temos que, para todo escoamento incompressível:

(1.20)

Note que o símbolo da derivada parcial  representa uma varia-
ção, ou seja, a variação da massa específica ρ em relação à variação 
do tempo é nula e o fluido é dito incompressível. No mesmo sentido, 
e sabendo que a diferença entre o escoamento incompressível e o 
compressível é o nível de variação de sua massa específica duran-
te o escoamento, o escoamento é denominado como compressível 
quando a sua massa específica varia ao longo do escoamento (ρ não 
é constante). Isso implica que:

(1.21)

Naturalmente, com os escoamentos incompressíveis, é mais 
fácil de se trabalhar, pois o fato de sua massa específica ser apro-
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ximadamente constante permite “tirá-la” de dentro das derivadas e 
integrais.

Na prática, todos os fluidos são compressíveis, pois a massa es-
pecífica aumenta com o aumento da pressão ou da temperatura, por 
exemplo (ÇENGEL; CIMBALA, 2015). Contudo, os líquidos sofrem 
uma pequena variação mediante o grande aumento da pressão, uma 
vez que os valores do módulo de elasticidade volumétrico dos líqui-
dos são grandes e, por isso, são ditos incompressíveis. Já os gases 
sofrem uma grande variação de massa específica com um pequeno 
aumento de pressão, fato que os caracteriza como altamente com-
pressíveis (ÇENGEL; CIMBALA, 2015).

1.7 Fluido contínuo (sob o ponto de vista macroscópico)

Sob o ponto de vista microscópico, o fluido é constituído por 
partículas que estão constantemente em colisão, interagindo umas 
com as outras. Entre essas partículas extremamente pequenas en-
contram-se alguns vazios. No entanto, para efeito de simplificação, 
quando analisamos o fluido de maneira macroscópica, trabalhamos 
com a hipótese do contínuo, conforme a Figura 1.11. Isso implica que 
desconsideramos a forma das moléculas e os vazios entre elas (ÇEN-
GEL; CIMBALA, 2015).

Figura 1.11 – Representação da abordagem de fluidos como descontínuos 
e contínuos.

Fonte: Elaborada pelos autores.
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Vale destacar que a hipótese do contínuo é válida somente quan-
do a escala característica do domínio (dimensão principal do volume 
de controle) é muito maior que a distância livre média entre partícu-
las. Sem isso, alguns meios gasosos não poderiam ser considerados 
como contínuos.

1.8 Escoamento estacionário

Um escoamento é dito estacionário (ou permanente) quando 
não há mudança em suas propriedades, como velocidade, pressão 
e temperatura, ao longo do tempo (ÇENGEL; CIMBALA, 2015). Ob-
serve que essas propriedades não variam ao longo do tempo, mas 
podem variar em diferentes pontos do escoamento. Caso as proprie-
dades não mudem em relação à sua posição, o escoamento também 
será classificado como uniforme.

Na prática, a maioria dos escoamentos são não estacionários, 
como a injeção de ar e gasolina nos cilindros de um motor em auto-
móveis ou o escoamento da água em uma sarjeta após o início de 
uma chuva. Contudo, no primeiro caso, a injeção da mistura ocorre de 
forma periódica, ou seja, podemos usar valores médios em relação ao 
tempo para as propriedades e, assim, simplificar o escoamento como 
estacionário.

1.9 Variáveis de campo

Variáveis de campo são variáveis que estão em função da posi-
ção e do tempo, ou seja, para cada posição e para cada instante de 
tempo, a variável pode assumir valores diferentes. Se esses valores 
forem escalares, temos uma variável de campo escalar, por exemplo, 
o campo de pressão. Caso esses valores sejam vetoriais, temos uma 
variável de campo vetorial, por exemplo, os campos de velocidade e 
de aceleração.
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1.9.1 Campo de pressão

O campo de pressão p é uma variável de campo escalar, ou 
seja, para cada ponto do espaço euclidiano com coordenadas (x, y, 
z) em algum instante t, temos a ele associado um valor de pressão 
(escalar) (ÇENGEL; CIMBALA, 2015). Assim, temos:

(1.22)

Basicamente, o que o campo de pressão faz é informar o valor 
da pressão na posição desejada em certo instante de tempo. Na Fi-
gura 1.12, temos uma representação gráfica do campo de pressão 
gerado em um escoamento de ar ao redor de um modelo Ford Corcel 
1, para um número de Reynolds de 1.800 no instante de 1 segundo.

Figura 1.12 – Representação gráfica do campo de pressão gerado em um 
escoamento de ar ao redor de um modelo Ford Corcel 1.

Fonte: SANTOS; BORNSCHLEGELL, 2019.

Podemos notar que a região destacada possui uma elevada 
pressão por se tratar de um ponto de estagnação, ou seja, nesse 
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ponto, a face frontal do modelo impede o escoamento do fluido, o que 
gera uma transformação da energia cinética em energia de pressão.

1.9.2 Campo de velocidade

O campo de velocidade é uma variável de campo vetorial. Em 
outras palavras, para cada ponto do espaço euclidiano com coorde-
nadas (x, y, z) em algum instante t, tem-se a ele associado uma velo-
cidade (vetor) (ÇENGEL; CIMBALA, 2015). Dessa forma, temos:

(1.23)

De maneira análoga à pressão, o campo de velocidade informa 
o quão rápido, em que direção e em que sentido estão se movendo 
as partículas em determinada posição do espaço. A Figura 1.13 mos-
tra um campo de velocidade gerado em uma cavidade com tampa 
deslizante. Observe que é possível saber a direção e o sentido do 
escoamento do fluido por causa do deslizamento da tampa. O campo 
de velocidade é uma das funções mais importantes para a caracteri-
zação de um escoamento.
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Figura 1.13 – Campo de velocidade gerado em uma cavidade com tampa 
deslizante.

Fonte: Elaborada pelos autores.

1.9.3 Campo de aceleração

Assim como o campo de velocidade, o campo de aceleração 
também é uma variável de campo vetorial. Para cada ponto do es-
paço, ele associa um valor de aceleração, direção e sentido em um 
determinado instante de tempo (ÇENGEL; CIMBALA, 2015). Desse 
modo, temos:

(1.24)
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Aplicando a descrição lagrangiana, isto é, acompanhando uma 
partícula material de fluido de massa m, temos um vetor posição:

(1.25)

Essa notação significa que a posição da partícula é considerada 
como uma função do tempo, sendo a única variável independente. 
Porém, do ponto de vista euleriano, seriam necessárias algumas ma-
nipulações matemáticas para que essas expressões pudessem ser 
aplicáveis. Por exemplo, sabemos da mecânica geral que a velocida-
de e a aceleração de uma partícula qualquer são dadas pelas Equa-
ções 1.26 e 1.27:

(1.26)

(1.27)

Observe que a derivada é representada por d. A velocidade de 
uma partícula depende de sua posição no espaço e do instante de 
tempo, ou seja, , por isso 
usaremos a regra da cadeia, conforme apresentado na seção 1.4.

(1.28)

(1.29)

(1.30)
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A regra da cadeia é aplicada por ser derivada do campo de ace-
leração, que depende do campo de velocidade.

1.10 Algumas observações sobre a velocidade

Quando o assunto é velocidade, faz-se referência à velocidade 
vetorial  ou à magnitude da velocidade V. A magnitude da velocidade 
significa que serão representados somente o módulo (valor numérico) 
e a unidade de medida da grandeza velocidade. Perceba que não 
há representação da direção, como na grandeza vetorial (HALLIDAY; 
RESNICK; WALKER, 2016).

Também podemos nos referir à velocidade como média, enten-
dendo que velocidade média, segundo Nussenzveig (2002), é a dife-
rença entre dois vetores posição, dividido pelo intervalo de tempo que 
foi gasto para que ocorra a mudança de posição:

(1.31)

Lembrando que se não há mudança de posição, a velocidade 
média é zero. Exemplificando: em uma rodovia, um motorista altera 
diversas vezes a sua velocidade ao longo de uma trajetória retilínea, 
no sentido positivo do eixo x. No entanto, se ele termina o percurso 
de 200 quilômetros em 2 horas, e se a posição e o tempo iniciais são 
iguais a zero, sua velocidade média será de 100î km/h. Dessa forma, 
é considerado que, ao longo de todo o percurso, ele utilizou essa ve-
locidade, sendo, assim, desconsideradas as outras velocidades que 
podem ter sido adotadas durante o percurso, como mostra a Figura 
1.14.
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Figura 1.14 – Parâmetros para cálculo da velocidade média (posição e 
tempo iniciais e finais).

Fonte: Elabora pelos autores.

A velocidade instantânea , por sua vez, é a velocidade em uma 
determinada posição em um certo instante de tempo. Essa velocidade 
é o valor para o qual tende a velocidade  quando o intervalo de 
tempo  tende a zero (HALLIDAY; RESNICK; WALKER, 2016) e é 
definida pela Equação 1.32 como:

(1.32)

Na Figura 1.15, uma pessoa se desloca do ponto A ao ponto B, 
sendo que a função que descreve esse movimento retilíneo é dada 
por , onde o deslocamento é medido em metros e o tem-
po em segundos, e o versor  na função indica que o deslocamento 
ocorre em apenas um eixo. Dessa forma, é possível calcular a veloci-
dade instantânea da pessoa em . Sabe-se, pela Equação 1.32, 
que a velocidade instantânea é encontrada aplicando a derivada na 
função deslocamento. Então, temos:

, e, substituindo no tempo , a veloci-
dade será de 2,6 î m/s.
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Figura 1.15 – Velocidade instantânea em .

Fonte: Elaborada pelos autores.

Quando se trata da velocidade de um fluido que escoa em uma 
tubulação de seção circular, a geometria envolvida é tridimensional e 
a velocidade pode variar em todas as três dimensões. A Figura 1.16 
mostra o escoamento de água por uma curva de 90°. Nesse trecho, o 
escoamento é fortemente tridimensional, pois o fluido não pode fazer 
curvas bruscas facilmente, tornando o escoamento caótico, ou seja, 
há uma grande variação de velocidade nas três dimensões. Quando 
o fluido entra na curva, o escoamento se separa no lado interno — as-
sim como um carro que é jogado para fora da estrada ao entrar muito 
rápido em uma curva — e surge um escoamento secundário devido 
aos redemoinhos turbulentos no local (ÇENGEL; CIMBALA, 2015).

Figura 1.16 – Escoamento tridimensional.

Fonte: Adaptada de LENCASTRE, 1996.



42

Quando a variação da velocidade em determinadas direções é 
pequena em comparação com as outras, podemos ignorar a varia-
ção da velocidade nessas direções e, assim, simplificar o escoamento 
como uni ou bidimensional (ÇENGEL; CIMBALA, 2015).

Na Figura 1.16, temos um exemplo de escoamento de fluido em 
um cotovelo de 90º. Para fazer a análise do perfil de velocidade, va-
mos considerar o sistema de coordenadas cilíndricas, onde a veloci-
dade pode variar em relação ao raio do tubo r, ao ângulo  e ao eixo 
z, ou seja, . Antes de prosseguir com a análise do perfil de 
velocidade na Figura 1.18, vamos entender melhor o funcionamento 
do sistema de coordenadas cilíndricas. Observando a Figura 1.17, 
o ponto P no espaço tridimensional é representado pela tripla orde-
nada , onde r e  são as coordenadas polares da projeção de 
P no plano xy, e z  representa a distância orientada do plano xy a P 
(STEWART, 2013).

Figura 1.17 – Representação de um ponto P de um tubo no espaço 
tridimensional em coordenadas polares.

Fonte: Elaborada pelos autores.
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Figura 1.18 – Desenvolvimento do perfil de velocidade de um tubo circular 
em coordenadas cilíndricas.

Fonte: Adaptada de ÇENGEL; CIMBALA, 2015.

A velocidade do fluido em contato com a parede da tubulação é 
nula devido à condição de não escorregamento (ÇENGEL; CIMBALA, 
2015). Na região de entrada e próximo a ela, o escoamento é bidimen-
sional, tendo em vista que a velocidade varia nas direções r e z, mas 
não na direção do ângulo . Depois de certa distância da entrada, o 
perfil de velocidade se desenvolve completamente e não ocorre mais 
variações na direção z, sendo denominado completamente desenvol-
vido. O escoamento completamente desenvolvido em uma tubulação 
circular é unidimensional, pois a velocidade varia apenas na direção 
r, ou seja, V (r) (ÇENGEL; CIMBALA, 2015).

1.11 Momento linear

O momento linear  (ou quantidade de movimento linear) é uma 
grandeza vetorial definida como o produto da massa m de um corpo 
por sua velocidade  (HELERBROCK, [20--]), conforme a Equação 
1.33.

(1.33)
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O momento linear é uma grandeza essencial para o estudo da 
transferência de movimento em sistemas com dois ou mais corpos 
onde ocorrem colisões ou quaisquer formas de interação entre corpos 
(HELERBROCK, [20--]). A quantidade de movimento em um sistema 
permanece constante quando a força resultante que age sobre ele é 
zero (ÇENGEL; CIMBALA, 2015).

A Figura 1.19 ilustra a colisão de água na parede de um tubo 
ao passar por uma conexão. Essa interação provoca uma variação 
na quantidade de movimento do sistema, pois, quando a água colide 
com a parede da tubulação, surge uma força externa que muda a 
direção do escoamento. Sendo assim, apesar da quantidade de mas-
sa do fluido e do módulo da velocidade permanecerem constantes 
na entrada e na saída, a direção da velocidade é alterada e, como o 
momento linear é uma grandeza vetorial, essa mudança de direção 
provoca uma variação na quantidade de movimento.

Figura 1.19 – Momento linear em um tubo.

Fonte: Elaborada pelos autores.
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1.12 Energia cinética

A energia cinética é uma grandeza associada ao movimento de 
um corpo (ou partícula). A energia cinética de uma partícula de massa 
m e velocidade V é dada por:

(1.34)

Note que a energia cinética é uma grandeza escalar, pois ela 
utiliza apenas a intensidade da velocidade. Em outras palavras, não 
importa a direção ou o sentido do movimento da partícula, a sua ener-
gia só depende do quão rápido ela se move (HALLIDAY; RESNICK; 
WALKER, 2016).

Aproveitando o exemplo da Figura 1.19, podemos concluir que, 
como o fluido possui massa e velocidade, ele também possui energia 
cinética. Ademais, supondo que a tubulação é extensa, ocorrerá uma 
perda de energia provocada pela força dissipativa do atrito, que trans-
forma a energia cinética em energia térmica (BRUNETTI, 2012).

1.13 Análise de sistemas (fechados)

Um sistema fechado é aquele no qual não há troca de matéria 
entre o sistema e o meio externo, porém não há restrição quanto à 
troca de energia. Não se deve confundir sistema fechado (vizinhan-
ça) com o sistema isolado. No sistema isolado, além de não ocorrer 
troca de matéria, também não ocorre troca de energia (SILVA, [20--]). 
Podemos destacar a diferença entre os sistemas com o exemplo de 
uma garrafa, que constitui o sistema em estudo, contendo água com 
corante aquecida inicialmente, conforme apresentado na Figura 1.20.
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Figura 1.20 – Exemplo de sistema fechado (garrafa) e isolado (garrafa 
com isolamento térmico).

Fonte: Elaborada pelos autores.

A garrafa com tampa, sistema fechado, não troca matéria com o 
meio, não perde vapor de água, mas troca calor porque a água está 
mais quente que o meio externo e não há um material que impeça as 
trocas de energia térmica, havendo a tendência a esfriar. O sistema 
fechado também é chamado de sistema de identidade fixa (ÇENGEL; 
CIMBALA, 2015).

É interessante observar o sistema de identidade fixa, pois as 
equações do movimento do escoamento dos fluidos, tais como a 
Segunda Lei de Newton, são escritas para um objeto de identidade 
fixa (um sistema fechado), ou seja, uma pequena porção de fluido 
que chamamos de partícula de fluido ou partícula material (ÇENGEL; 
CIMBALA, 2015).

No sistema isolado, a garrafa não troca matéria nem energia e, 
portanto, não troca energia térmica com o meio externo, uma vez que 
ela está fechada e é feita com materiais que impedem grandes trocas 
de calor. O conceito de sistema isolado é bem definido na teoria, mas, 
na prática, dificilmente se impede a troca de energia entre meios.
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1.14 Volume de controle (sistema aberto)

O volume de controle em Mecânica dos Fluidos é uma região 
arbitrária do espaço (ÇENGEL; CIMBALA, 2015) pela qual o fluido 
escoa. O contorno dessa região é denominado superfície de contro-
le, que pode ser fixa, móvel ou deformável durante o escoamento. 
Em um volume de controle pode haver troca de energia com o meio 
e também transferência de matéria, que ocorre através das superfí-
cies de controle. Isso implica que, diferentemente do sistema fechado, 
onde a massa é fixa, no volume de controle, o volume é fixo (quando 
as fronteiras são fixas), porém a massa pode variar no tempo.

O conceito de volume de controle é extremamente importante no 
estudo de problemas que envolvem o escoamento. Podemos adotar 
como volume de controle a forma e o tamanho que forem mais con-
venientes para a análise. A Figura 1.21 ilustra um volume de controle 
destacando a superfície de controle e um elemento infinitesimal em 
seu interior.

Figura 1.21 – Uma parcela de fluido escoando ao longo de uma tubulação 
definida como volume de controle.

Fonte: Elaborada pelos autores.
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1.15 Propriedades extensivas e intensivas

As propriedades extensivas de um sistema são dependentes da 
quantidade de matéria que constitui o sistema, como a massa, o vo-
lume e a energia. Já as propriedades intensivas de um sistema são 
independentes da quantidade de matéria do sistema, como a tempe-
ratura e a massa específica (FOGAÇA, [20--]).

Para ilustrar a dependência da massa do corpo nas proprieda-
des extensivas e a independência nas propriedades intensivas, ob-
serve a Figura 1.22, a qual demonstra que o volume de um bloco de 
concreto varia com a quantidade de matéria, sendo a massa a mesma 
nos dois blocos (observe a relação entre os valores de massa e volu-
me nos dois blocos de concreto).

Figura 1.22 – O volume de concreto aumenta com o aumento de massa.

Fonte: Elaborada pelos autores.
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Figura 1.23 – As massas específicas do cubo de gelo e do iceberg são 
iguais.

Fonte: Elaborada pelos autores.

Na Figura 1.23, mostramos que, apesar da grande diferença en-
tre suas massas, a massa específica do cubo de gelo e do iceberg é 
a mesma.

Uma propriedade extensiva dividida pela massa resulta em uma 
propriedade intensiva correspondente (ÇENGEL; CIMBALA, 2015). 
Por exemplo, o momento linear  é uma propriedade extensiva en-
contrada a partir do produto da velocidade pela massa , como 
vimos na seção 1.11 deste capítulo. Ao dividir  pela massa m, ob-
temos , que é uma propriedade intensiva.

1.16 Leis de conservação

Uma lei de conservação em um sistema físico isolado é aquela  
que afirma que determinada propriedade em um sistema físico não 
muda com o tempo (ÇENGEL; CIMBALA, 2015). Cabe destacar que, 
nos sistemas em contato com vizinhanças, existem diversas trocas 
de grandezas físicas, de modo que essas grandezas podem ou não 
variar com o tempo. Alguns exemplos de leis de conservação são: 
lei de conservação da massa, lei de conservação da energia e lei de 
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conservação do momento linear. As teorias referentes a essas leis 
serão apresentadas com maior profundidade nos capítulos 3, 4 e 5, 
respectivamente.

1.16.1 Conservação de massa

Assim como a energia, a massa é uma propriedade conservada 
e não pode ser criada nem destruída durante um processo (ÇENGEL; 
CIMBALA, 2015). É importante ressaltar que a energia de um sistema 
pode variar com o tempo, exceto se o sistema for isolado.

Para sistemas fechados, o princípio da conservação de massa 
é usado implicitamente com a exigência de que a massa do sistema 
permaneça constante durante um processo. Entretanto, para os vo-
lumes de controle, a massa pode cruzar as fronteiras e, assim, deve-
mos controlar a quantidade de massa que entra e sai do volume de 
controle (ÇENGEL; CIMBALA, 2015). Nesse sentido, considerando 
que não há trocas com o meio externo, a massa que entra em um 
volume de controle (Figura 1.24) deve ser a mesma que sai.

Figura 1.24 – Fluido escoando de um tubo com diâmetro maior para outro 
de diâmetro menor.

Fonte: Elaborada pelos autores.
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Na Figura 1.24, a conservação de massa é respeitada porque o 
fluido escoa do tubo de maior diâmetro para o de menor diâmetro de 
modo que, para compensar a diferença do tamanho da área e conse-
guir escoar a mesma quantidade de massa, aumenta a sua velocida-
de. O exemplo da Figura 1.24 será mais bem esclarecido no capítulo 
3, onde será apresentada a equação da conservação de massa.

1.16.2 Primeira lei da termodinâmica

A primeira lei da termodinâmica é também conhecida como Prin-
cípio da Conservação de Energia. Esse princípio exige que a transfe-
rência de energia líquida de ou para um sistema durante um processo 
seja igual à variação da energia contida no sistema. Para volumes de 
controle, a transferência de energia se dá por meio do escoamento 
de massa (ÇENGEL; CIMBALA, 2015). A primeira lei da termodinâmi-
ca também afirma que a energia é uma propriedade termodinâmica. 
Como exemplo da conservação de energia, vamos analisar o funcio-
namento de uma usina hidrelétrica (Figura 1.25).

Figura 1.25 – Geração de energia em uma usina hidrelétrica.

Fonte: Elaborada pelos autores.
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Por meio de uma tubulação, a água de montante, que armazena 
energia potencial gravitacional, é direcionada para as pás de uma tur-
bina. Durante o percurso, a energia potencial da água é transformada 
em energia cinética, que, posteriormente, ao movimentar as pás da 
turbina, é convertida em energia elétrica em um equipamento chama-
do gerador, o qual está acoplado na turbina. Em seguida, a energia 
passa para o transformador, onde sua voltagem é aumentada, o que 
facilita a transmissão de energia nas linhas de distribuição. Portanto, 
a energia total do sistema é conservada considerando uma situação 
ideal, tendo em vista que, na prática, uma parte da energia é conver-
tida em energia térmica e dissipada para fora do sistema devido às 
forças de atrito, entre outros fatores.

1.17 Montante e jusante

Na Mecânica dos Fluidos, os termos montante e jusante refe-
rem-se ao sentido do escoamento. No caso de um rio, a nascente 
caracteriza a montante (início do escoamento) e sua foz caracteriza a 
jusante (final do escoamento) (CAVALCANTI, 2011). Um exemplo de 
montante e jusante é apresentado na Figura 1.26, na qual podemos 
ver que o fluido escoa por gravidade de um reservatório de montante, 
na cota de 12 m, para um reservatório de jusante, na cota de 8 m.
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Figura 1.26 – Montante e jusante em dois reservatórios.

Fonte: Elaborada pelos autores.

Quando temos dois reservatórios de água com cotas diferentes, 
onde um dos reservatórios está a uma altura mais elevada do que o 
outro, é comum considerar como montante o reservatório com maior 
altura e como jusante o de menor, já que o escoamento segue a gra-
vidade. Entretanto, se tivermos uma bomba hidráulica, máquina que 
fornece energia ao sistema, podemos ter a montante, onde começa o 
escoamento, em uma cota mais baixa e a jusante, onde termina o es-
coamento, em uma cota mais alta, conforme exemplo da Figura 1.27.
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Figura 1.27 – Montante e jusante em dois reservatórios que possuem uma 
bomba hidráulica entre eles.

Fonte: Elaborada pelos autores.
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A cinemática dos fluidos estuda a descrição do movimento do 
fluido sem necessariamente analisar as forças e os momentos res-
ponsáveis por tal movimento (ÇENGEL; CIMBALA, 2015). Para des-
crever o movimento, duas abordagens fundamentais são apresenta-
das neste capítulo: a descrição lagrangiana e a descrição euleriana.

A descrição lagrangiana, em relação à descrição euleriana, na 
qual se define um volume de controle para o escoamento do fluido, é 
de difícil aplicação devido à sua característica de acompanhar indivi-
dualmente as partículas do fluido. As leis de Newton, utilizadas para 
descrever o movimento, são conceitos fundamentalmente lagrangia-
nos, daí a necessidade de estudar os métodos de transformação dos 
conceitos descritos na abordagem lagrangiana para a abordagem eu-
leriana.

A derivada material para partículas de fluido infinitesimais, apre-
sentada no Capítulo 1, e o Teorema de Transporte de Reynolds (TTR) 
para volume de controle com tamanho finito são métodos de transfor-
mação de conceitos da abordagem lagrangiana para a euleriana, e 
tanto a derivada material quanto o TTR podem ser aplicados a qual-
quer propriedade de fluido, escalar ou vetorial (ÇENGEL; CIMBALA, 
2015). Além da descrição lagrangiana e da descrição euleriana, são 
apresentadas, neste capítulo, algumas formas de visualizar o escoa-
mento e o Teorema de Transporte de Reynolds.

S
U
M
Á
R
I
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2.1 Descrição lagrangiana e euleriana

Por meio das leis de Newton, podemos estudar o movimento de 
objetos determinando sua posição, velocidade e aceleração, além de 
prever o que ocorre quando um objeto interage com outro, observan-
do as propriedades do movimento, como a transferência de energia 
cinética e o momento linear (HELERBROCK, [20--]).

Devido à dificuldade de definir, identificar e acompanhar as par-
tículas de um fluido isoladamente, seu estudo complicado requer um 
método especial de análise (ÇENGEL; CIMBALA, 2015). Existem dois 
métodos fundamentais para descrever o escoamento de fluidos: o 
método de descrição lagrangiana e o método de descrição euleriana.

O método de descrição lagrangiana é caracterizado por analisar 
o movimento das partículas individualmente, considerando um siste-
ma fechado (ÇENGEL; CIMBALA, 2015). No estudo do movimento 
(cinemática) pela descrição lagrangiana, basicamente acompanha-
mos o vetor posição e o vetor velocidade de um objeto como função 
do tempo (ÇENGEL; CIMBALA, 2015). A descrição lagrangiana é útil 
para alguns casos específicos, como em Mecânica dos Sólidos, mas 
em outros casos é pouco eficiente (SANTOS, 2018). É como se esse 
método buscasse acompanhar a posição de cada partícula, determi-
nando sua velocidade e levando em conta as interações com todas as 
outras partículas (SANTOS, 2018).

Imagine um parque de diversões com alguns carrinhos de bate-
-bate. É viável acompanhar a posição de cada um deles no decorrer 
do tempo, analisar as colisões e determinar a sua velocidade e traje-
tória, conforme Figura 2.1.
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Figura 2.1 – Vetores velocidade de carrinhos de bate-bate.

Fonte: Elaborada pelos autores.

Agora pense que esses carrinhos são moléculas de fluido es-
coando em uma tubulação. A quantidade de elementos interagindo 
entre si é tão absurda que é impraticável acompanhar as partículas 
isoladamente.

O método de descrição euleriana, por sua vez, consiste em 
analisar uma posição do espaço para determinado tempo e não o 
movimento individual de uma partícula (VEGINI, 2007). Desse modo, 
analisa-se as propriedades do fluido em uma determinada posição 
de interesse para um certo instante de tempo. Ainda no exemplo do 
parque de diversões, sob essa nova perspectiva, podemos fixar uma 
determinada região e estudar as características dos carrinhos que 
passam por ali.

Outra forma de comparar essas duas abordagens seria imaginar 
que você quer aferir a temperatura de um rio. Na abordagem lagran-
giana, você pegaria um barco, andaria na mesma velocidade do rio 
e colocaria o termômetro na água, aferindo a temperatura em uma 
“partícula” que se movimenta. Já na descrição euleriana, você deveria 
ficar parado e fixar o termômetro em um ponto. Veja, na Figura 2.2, o 
Sr. Euler está usando a abordagem euleriana, enquanto o Sr. Lagran-
ge utiliza sua própria abordagem.
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Figura 2.2 – A abordagem de Lagrange vs a de Euler.

Fonte: Adaptada de FLOW ILLUSTRATOR, 2020.

O nome do método “descrição lagrangiana” do movimento do 
fluido é uma homenagem ao matemático italiano Joseph Louis La-
grange (1736-1813), assim como a “descrição euleriana” do movi-
mento de fluidos é em homenagem ao matemático suíço Leonhard 
Euler (1707-1783).

Embora as equações adequadas para a análise de volumes de 
controle sejam derivadas de equações cujas leis básicas são aplica-
das a sistemas, na Mecânica dos Fluidos, a solução de problemas é 
menos complicada quando, em vez de sistemas, utilizamos volume 
de controle, ou seja, a descrição euleriana quase sempre é mais con-
veniente do que a descrição lagrangiana para a análise de proble-
mas da Mecânica dos Fluidos (ÇENGEL; CIMBALA, 2015; MUNSON; 
YOUNG; OKIISHI, 2004).

Para a análise das equações desenvolvidas sob o ponto de vista 
lagrangiano, como volume de controle (euleriano), é necessário ter 
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a noção de que tanto o sistema quanto o volume de controle podem 
ocupar o mesmo espaço em um certo instante de tempo e ter conhe-
cimento do Teorema de Transporte de Reynolds (MUNSON; YOUNG; 
OKIISHI, 2004).

2.2 Fundamentos de visualização do escoamento

A mente humana tem a capacidade de processar rapidamente 
uma grande quantidade de informações visuais, portanto, ainda que a 
representação de um fenômeno físico, como é o caso do escoamento 
de um fluido, seja realizada a partir da dinâmica dos fluidos computa-
cional, a visualização do escoamento é essencial para o entendimen-
to e a análise do fenômeno (ÇENGEL; CIMBALA, 2015).

Os padrões de escoamento podem ser visualizados tanto na 
prática, quanto em experimentos. Alguns desses padrões são apre-
sentados a seguir:

Linha de corrente: para um instante de tempo t, a linha de cor-
rente é definida como sendo a linha tangente aos vetores velocidade, 
ou seja, não há fluxo de massa que atravesse uma linha de corrente. 
Logo, no plano 2D, o fluido entre duas linhas de corrente fica con-
finado entre elas. Na Figura 2.3, observamos as linhas de corrente 
tangente ao vetor velocidade.

Figura 2.3 – Linhas de corrente para um plano bidimensional.

Fonte: Adaptada de ÇENGEL; CIMBALA, 2015.
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Linha de emissão: é o padrão de escoamento que se forma 
quando todas as partículas do fluido passam por determinado ponto 
em um dado instante de tempo t. A fumaça do incenso da Figura 2.4 
serve de exemplo para visualizar as linhas de emissão. Nela observa-
mos que, para um dado instante de tempo, as partículas foram emiti-
das pelo incenso.

Figura 2.4 – Incenso queimando e emitindo fumaça.

Fonte: BORNSCHLEGELL, 2015.
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Figura 2.5 – Linhas de emissão formadas por partículas de fumaça saindo 
de um incenso.

Fonte: Elaborada pelos autores.

Linha de trajetória: é o padrão de escoamento que se forma 
quando seguimos o caminho de uma partícula de fluido (abordagem 
lagrangiana) à medida que ela se movimenta ao longo do campo de 
escoamento, conforme apresentado na Figura 2.6.
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Figura 2.6 – Linha de trajetória formada pelo movimento de uma partícula 
de fluido ao longo do escoamento.

Fonte: Elaborada pelos autores.

Perceba, na Figura 2.6, que, ao longo do intervalo de tempo 
 ( ), a linha de trajetória mostra o caminho percorrido por uma 

partícula de fluido.

Em escoamentos em regime permanente, linhas de trajetória, 
linhas de emissão e linhas de corrente são idênticas (ÇENGEL; CIM-
BALA, 2015), conforme exemplo da Figura 2.7.

Figura 2.7 – Linhas de corrente, de emissão e de trajetória em 
escoamento permanente.

Fonte: Adaptada de ÇENGEL; CIMBALA, 2015.
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Embora esses três padrões de escoamento sejam idênticos no 
escoamento permanente, eles podem ser diferentes no escoamento 
não permanente, sendo que a principal diferença é o fato de uma linha 
de corrente representar um padrão de escoamento instantâneo, em 
determinado instante de tempo, enquanto as linhas de emissão e as 
linhas de trajetória têm um histórico de tempo associado a elas (ÇEN-
GEL; CIMBALA, 2015).

Estendendo o conceito para o domínio tridimensional, temos a 
definição de tubo de corrente, que é um conjunto de linhas de cor-
rente paralelas em todos os pontos da velocidade local no qual, por 
definição, o fluido não pode cruzar uma linha de corrente, conforme a 
Figura 2.8.

Figura 2.8 – Tubo de corrente.

Fonte: Adaptada de ÇENGEL; CIMBALA, 2015.
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2.3 Volume de controle e sistema

Antes de introduzir o Teorema de Transporte de Reynolds, deve-
mos entender os conceitos de volume de controle e de sistema.

Conforme visto no Capítulo 1, um volume de controle é um volu-
me arbitrário no espaço através do qual escoa um fluido. Esse volume 
pode ser considerado fixo, móvel e deformável, porém, em muitos 
casos, considerá-lo como fixo e indeformável é suficiente (PEREIRA, 
2020).

Note que um volume de controle não é o fluido em si, mas ape-
nas uma região do espaço por onde o fluido passa. Além disso, temos 
que, em um volume de controle arbitrário, podem entrar e sair quanti-
dades diferentes de fluido e os vetores velocidades não são necessa-
riamente iguais. Já o sistema, também chamado de sistema fechado, 
pode ser entendido como o fluido total a ser analisado, ou seja, uma 
massa de identidade fixa é escolhida (ÇENGEL; CIMBALA, 2015). 
Desse modo, a massa de um sistema nunca se altera, diferentemente 
de um volume de controle.

2.4 Teorema de Transporte de Reynolds (TTR)

Considerando que a maioria dos princípios da Mecânica dos 
Fluidos, tais como o princípio da conservação de massa, o de energia 
e o de momento, são adotados da Mecânica dos Sólidos, onde todas 
as partículas estão contidas em um sistema dito fechado, e conside-
rando que, para o estudo do movimento dos fluidos, é mais confortá-
vel trabalhar com volumes de controle (sistema aberto), notamos a 
necessidade de estudar as propriedades das partículas do sistema 
em um volume de controle, em especial as propriedades extensivas, 
como a massa, a energia e o momento.

Para o estudo de propriedades extensivas do volume de contro-
le, é necessário aplicar o Teorema de Transporte de Reynolds (TTR), 
pois ele possibilita relacionar as taxas de variação no tempo de uma 
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propriedade extensiva do sistema àquelas de um volume de controle. 
O nome TTR é uma homenagem à Osborne Reynolds (1842-1912), 
engenheiro que desenvolveu o teorema a partir das visões lagrangea-
nas e eulerianas (ÇENGEL; CIMBALA, 2015).

Para entender melhor essa relação, tomemos como exemplo a 
Figura 2.9, na qual há uma calha condutora de água pluvial de seção 
retangular. Na calha, adotaremos uma seção (parcela) de fluido (em 
azul) para exemplificar um sistema e um volume de controle. Perceba 
que o sistema e o volume de controle são coincidentes, ou seja, o sis-
tema está contido (dentro) no volume de controle e qualquer proprie-
dade do fluido é a mesma para os dois no instante de tempo inicial t0.

Figura 2.9 – Sistema e volume de controle.

Fonte: Elaborada pelos autores.

Considerando o escoamento da esquerda para a direita em um 
instante de tempo após o tempo inicial, um  (ou seja, t - t0 ), o siste-
ma se desloca e o volume de controle permanece fixo.

Nesta nova configuração, conforme Figura 2.10, o volume de 
controle é formado pelas regiões 1 e 2 (linha tracejada em vermelho) 
e o sistema pelas regiões 2 e 3 (linha contínua em azul). Note que no 
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instante , nem todas as partículas do sistema estão dentro do 
volume de controle.

Figura 2.10 – Sistema móvel e volume de controle fixo.

Fonte: Elaborada pelos autores.

Para simplificação da dedução do teorema, utilizaremos a geo-
metria simples da Figura 2.9. Considere que a propriedade extensiva 
que se deseja estudar no volume de controle é chamada de B. Essa 
propriedade pode ser a quantidade de movimento, por exemplo. Con-
sidere também que a relação entre essa propriedade extensiva B e 
sua massa é chamada de propriedade intensiva b, ou seja, no instan-
te de tempo t0, o volume de controle e o sistema coincidem (Figura 
2.10 da esquerda). Desse modo, concluímos que:

(2.1)

Onde  é a propriedade extensiva B do sistema e  é a 
propriedade extensiva B do volume de controle, ambos para o tempo 
t0.
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Com a variação do tempo  tendendo a zero, a taxa de variação 
da propriedade B do sistema em relação ao tempo é igual ao limite 
dessa propriedade no instante  (região 2 e 3) menos o instante 
t0 na região inicial, tudo isso dividido pela variação do tempo . Em 
termos matemáticos, temos:

(2.2)

Sabendo que as propriedades das partículas do sistema, repre-
sentadas na Equação 2.2 por , estão contidas nas regiões 2 e 
3 para o instante  (Figura 2.10, ilustração à direita), podemos 
reescrever na seguinte Equação 2.3:

(2.3)

Quando analisamos o sistema contido (dentro) no volume de 
controle, temos que o sistema está na região 2 (no instante ), ou 
seja = . Reescrevendo a Equação 2.3, temos a 
Equação 2.4:

(2.4)

Sabendo que as propriedades das partículas B do sistema no 
instante t0 são as mesmas que as partículas B do volume de controle 
para o instante t0, temos que:

(2.5)
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Rearranjando os termos da equação, temos:

(2.6)

Para aplicar o limite da soma, somamos os limites:

(2.7)

Note que, na Equação 2.7,  representa a taxa de varia-
ção temporal da propriedade extensiva B no sistema, ou seja, uma vi-
são lagrangeana, e o termo   representa a taxa de 

variação temporal da propriedade extensiva B no volume de controle, 
isto é, uma visão euleriana. Matematicamente, temos:

(2.8)

Sabendo que a massa de um sistema é o produto da sua massa 
específica e seu volume , e que a propriedade intensiva b é 

dada por , logo , assim temos . Portanto, , 

presente no 2º termo após o sinal de igualdade da Equação 2.8, pode 
ser reescrito como:

(2.9)

Ademais, considerando que o volume  pode ser obtido pelo pro-
duto entre o deslocamento do sistema e a área  e, como o des-
locamento r é obtido por meio do produto da velocidade e a variação do 
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tempo , podemos reescrever o volume como . Assim, 
a Equação 2.9 fica:

(2.10)

Desenvolvendo o limite do 2º termo após o sinal de igualdade da 
Equação 2.8, temos que:

= =
(2.11)

Considere o escoamento de massa através de um elemento de 
área dA na superfície da região 3, que faz fronteira com o volume de 
controle, como mostra a Figura 2.11.

Figura 2.11 – Escoamento de massa através de um diferencial de área na 
superfície da região 3, que faz fronteira com o volume de controle.

Fonte: Elaborada pelos autores.

Uma área de superfície tem magnitude e orientação e, portanto, 
deve ser tratada como um vetor (KUNDU; COHEN, 2008). Sendo que 
a orientação da superfície foi especificada pela direção de um vetor 
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unitário  normal a ela e dA é a magnitude de um elemento dessa 
superfície. Assim, o vetor área de superfície será escrito como dA.

O vetor  representa a velocidade absoluta naquele elemento 
de área. Sabendo que a vazão de uma propriedade b através de dA é 

, já que o produto escalar  fornece a componente nor-
mal da velocidade (ÇENGEL; CIMBALA, 2015), a vazão total através 
de toda a superfície de controle 3 (SC3) será obtida por integração.

(2.12)

De modo análogo, para o 3° termo após o sinal de igualdade da 
Equação 2.8, temos:

(2.13)

Considere o escoamento de massa através de um elemento de 
área dA na superfície da região 1, que faz fronteira com o volume de 
controle, como mostra a Figura 2.12.

Figura 2.12 – Escoamento de massa através de um diferencial de área da 
superfície da região 1, que faz fronteira com o volume de controle.

Fonte: Elaborada pelos autores.
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A vazão total através de toda superfície de controle 1 (SC1) será 
obtida por integração.

(2.14)

Na Equação 2.14, o sinal de negativo vem do fato que o vetor 
normal unitário  exterior a dA para o fluxo que entra é no sentido con-
trário do escoamento, tornando o cosseno do ângulo  maior que 90° 
e posteriormente com valor negativo. Logo, o produto escalar também 
se torna negativo, como podemos observar na Figura 2.12.

Assim, a Equação 2.8 pode ser reescrita como:

(2.15)

No volume de controle, o fluido atravessa apenas as superfícies 
de controle 1 e 3, pois, nas outras superfícies, tem-se a parede da 
calha para impedir o escoamento. Assim, a superfície de controle 3 
representa o fluxo da propriedade B, que sai do volume de controle, e 
a superfície de controle 1 representa o fluxo que entra no volume de 
controle. Somando o fluxo que entra e o que sai, obtemos o fluxo por 
toda superfície de controle SC.

(2.16)

A Figura 2.13 ilustra o escoamento de entrada e saída do fluido 
através da superfície de controle.
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Figura 2.13 – Escoamento de entrada e saída de massa através da 
superfície de controle SC.

Fonte: Elaborada pelos autores.

A Equação 2.16 mostra que a taxa de variação temporal da pro-
priedade B do sistema é igual à taxa de variação da propriedade B no 
volume de controle mais o fluxo da propriedade B (o fluxo que entra 
mais o que sai), sendo que esse fluxo pode ser representado por  
(fluxo que entra) e  (fluxo que sai).

Assim, temos:

(2.17)

O ponto sobre a propriedade extensiva B da Equação 2.17 é 
uma notação newtoniana utilizada para “indicar a taxa de variação no 
tempo” (ÇENGEL; CIMBALA, 2015, p. 187).

Percebemos que a Equação 2.17 foi deduzida por meio das apli-
cações de significativas simplificações, a começar pelo volume de 
controle, que tem um formato bem definido e de fácil análise. Além 
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disso, a velocidade do escoamento é uniforme e normal nas superfí-
cies das seções analisadas (superfícies SC1 e SC3).

Devemos ressaltar que a propriedade B analisada pode não ter 
uma distribuição uniforme no volume de controle. Logo, a grandeza 
BVC deve ser escrita de forma mais genérica como a seguinte integral:

(2.18)

Substituindo a Equação 2.18 na Equação 2.16, obtemos o Teo-
rema de Transporte de Reynolds para um volume de controle fixo.

(2.19)

Caso o volume de controle seja móvel e/ou deformante, será 
preciso substituir a velocidade absoluta  (velocidade do fluido em re-
lação a um ponto fixo) pela velocidade relativa  (velocidade do flui-
do em relação à superfície de controle) (ÇENGEL; CIMBALA, 2015). 
Na Figura 2.14, temos um exemplo de volume de controle móvel ao 
redor de um avião, sendo  a velocidade da superfície de controle e 

 a velocidade absoluta dos gases de exaustão que saem do bocal.

Sabendo que a velocidade relativa através de uma superfície 
de controle é encontrada pela adição vetorial da velocidade absoluta 
do fluido com o oposto da velocidade local da superfície de controle 
(ÇENGEL; CIMBALA, 2015), temos que . É possível per-
ceber que, quando o volume de controle é fixo, a velocidade da su-
perfície é nula, logo . Assim, o Teorema de Transporte de Rey-
nolds para um volume de controle fixo, móvel e/ou deformante será 
expresso por:
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(2.20)

Figura 2.14 – Volume de controle móvel ao redor de um avião se movendo 
à velocidade constante.

Fonte: Elaborada pelos autores.
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Neste capítulo, precisamos ter em mente que tanto a massa 
quanto a energia são propriedades extensivas e não podem serem 
criadas ou destruídas durante um processo (ÇENGEL; CIMBALA, 
2015), e que a massa e a energia podem ser convertidas entre si por 
meio da equação proposta por Albert Einstein (1879-1955), pela qual 
determinada energia é igual ao produto da massa pela velocidade da 
luz ao quadrado E=mc2. A equação de Einstein sugere que a massa 
de um sistema é diretamente proporcional à sua energia, portanto, 
entendemos que a massa varia assim como varia a energia. Na prá-
tica, para todas as interações de energia, com exceção das reações 
nucleares, a variação da massa é muito pequena e costuma ser des-
prezada (ÇENGEL; CIMBALA, 2015).

3.1 Conservação da massa: análise com volume de 

controle finito

Para Connor (2019), em um sistema fechado, a massa total não 
se altera com o tempo, ou seja, . Percebemos que essa rela-
ção considera um caso especial de nenhuma massa cruzar a superfí-
cie de controle e é válida independentemente do fato de o volume de 
controle ser fixo, móvel ou deformável. Contudo, para um volume de 
controle em que a massa pode cruzar fronteiras, a taxa de variação da 
massa em função do tempo dentro do volume de controle é dada pela 
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diferença entre a quantidade de massa que entra ( ) e a quantidade 
de massa que sai ( ) do volume de controle em um determinado es-
paço de tempo. Esse conceito será abordado com mais profundidade 
no decorrer deste capítulo.

Na representação da variação temporal da massa, há um pon-
to sobre a letra m devido ao chamado método dos fluxões (fluxions) 
criado por Isaac Newton para exprimir as relações entre as grandezas 
relevantes da mecânica, que trata de derivadas em relação ao tempo 
(FRANCO, 2002). O fluxo de massa de um volume de controle pode 
ser determinado pela medida da quantidade de massa que o atraves-
sa em determinado intervalo de tempo, ou seja, a partir da medição 
de sua vazão.

Imagine que hoje é o dia do vestibular. O portão do local onde será 
aplicada a prova pode ser considerado como a entrada de um volume 
de controle e podemos determinar a vazão de pessoas que atravessam 
o portão durante um intervalo  dividindo a quantidade total de pes-
soas que passaram pelo portão pelo intervalo de tempo , conforme 
a Figura 3.1. Em muitas situações, desejamos quantificar a passagem 
de fluido através de uma superfície (COELHO, 2016). Assim, com esse 
intuito, segundo Elger et al. (2019), os engenheiros caracterizam a va-
zão usando os conceitos de vazão em massa e vazão em volume, que 
serão definidos a seguir.



81

Figura 3.1 – Um portão destacado como volume de controle para o estudo 
do conceito de vazão.

Fonte: Elaborada pelos autores.

3.2 Vazão em massa

A vazão em massa, também chamada de vazão mássica, é de-
finida como a quantidade de massa que escoa através de uma seção 
transversal por unidade de tempo (ÇENGEL; CIMBALA, 2015), deno-
tada neste texto por . Matematicamente, temos:

(3.1)
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Onde m é a massa (kg, no sistema internacional de unidade de 
medidas) representada pelo produto da massa específica do fluido 
(kg/m³) e seu volume (m3) em função de um intervalo de tempo t (s).

Para tornar mais prático o conceito de vazão em massa, consi-
dere um fluido escoando ao longo de um duto ou tubulação. A vazão 
que escoa através de toda a seção transversal do tubo é dada por:

(3.2)

Onde  e d representam quantidades diferenciais e a vazão em 
massa é proporcional à área da seção do tubo Ac, à massa específica 
do fluido  e à velocidade normal Vn, sendo que a velocidade dita nor-
mal para uma superfície é a componente da velocidade perpendicular 
à superfície, ou seja, a projeção do vetor velocidade sobre o vetor 
unitário perpendicular à superfície, conforme a Figura 3.2.

Figura 3.2 – Velocidade normal.

Fonte: Elaborada pelos autores.

A diferença entre as notações é que  é utilizado para repre-
sentar quantidades, como a quantidade de transferência de massa, 
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a qual é uma função de caminho que possui diferenciais inexatas, e 
d representa as quantidades, como as propriedades que são funções 
pontuais e têm diferenciais exatas.

Para Çengel e Cimbala (2015), a diferencial exata ou total d é 
a aplicação da diferencial a uma função pontual, em outras palavras, 
uma diferencial exata independe do caminho considerado.

Outrossim, conforme Çengel e Cimbala (2015), a diferencial ine-
xata  é a aplicação da diferencial a uma função de linha, ou seja, 
uma diferencial inexata depende do caminho considerado.

Para exemplificar um caso de deslocamento versus distância per-
corrida, observe a Figura 3.3 e considere uma pessoa que caminha em 
linha reta de um ponto A até um ponto B, ou seja, num deslocamento 

 com valor igual à distância percorrida. Se, após a pessoa che-
gar ao ponto B, decidir retornar ao ponto A, temos um deslocamen-
to  e uma distância percorrida . A diferencial do 
deslocamento é dada pela forma exata (d) f=dx, na qual . Por 
outro lado, a diferencial da distância percorrida é dada pela forma ine-
xata  e, portanto, nem sempre  irá fornecer a distân-
cia percorrida, pois ela depende do trajeto considerado.

Figura 3.3 – Exemplo de uma pessoa que se desloca entre um ponto A e 
um ponto B e a diferença entre deslocamento e distância.

Fonte: Elaborada pelos autores.
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A Equação 3.2 é sempre exata, porém pouco útil para aplicações 
práticas. Uma abordagem mais interessante, sob o ponto de vista da 
engenharia, seria expressar as taxas do escoamento de massa em 
termos de valores médios sobre a seção transversal do tubo, ou seja, 
substituir Vn pela velocidade média Vméd na seção. Além disso, po-
demos considerar a massa específica  constante ao longo do tubo, 
tendo em vista que em muitas aplicações práticas a massa específi-
ca é essencialmente uniforme ao longo da seção transversal do tubo 
(ÇENGEL; CIMBALA, 2015).

Tratando-se de massa específica constante, considerando que 
 permanece aproximadamente constante em todos os lugares onde 

ocorre o escoamento, ou seja, o escoamento é dito incompressível, 
podemos colocar a massa específica para fora da integral da Equa-
ção 3.2.

Com relação à substituição da velocidade normal (Vn) para a 
velocidade média, devemos considerar que os vetores velocidades de 
um fluido em movimento dentro de uma tubulação, por exemplo, nun-
ca são uniformes devido à condição de não escorregamento na pa-
rede da tubulação. Essa condição faz com que os vetores velocidade 
variem de zero (nas paredes da tubulação) até um valor máximo (no 
centro da tubulação) criando, para um escoamento laminar completa-
mente desenvolvido, um perfil parabólico de velocidade, conforme a 
Figura 3.4.
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Figura 3.4 – Perfil parabólico de velocidade devido à condição de não 
escorregamento.

Fonte: Adaptada de ÇENGEL; CIMBALA, 2015.

A condição de não escorregamento é estabelecida quando as 
partículas de fluido que entram em contato com a parede da tubulação 
assumem a velocidade da própria parede, que é nula. Basicamente, 
é um requisito de que, na interface entre um fluido e uma superfície 
sólida — nesse caso, a parede da tubulação —, a velocidade do fluido 
e a velocidade da superfície sejam iguais. Como a superfície é fixa, 
o fluido deve obedecer à condição do contorno e possuir velocidade 
nula na superfície (ÇENGEL; CIMBALA, 2015). Assim, conforme as 
partículas se distanciam da parede, sofrem menos a sua influência e 
assumem velocidades maiores até chegar à velocidade máxima, que 
ocorre no centro do tubo.

Considerando que o fluido é incompressível e está em estado 
estacionário, ou seja, a propriedade velocidade em um ponto fixado 
não varia com o tempo (ÇENGEL; CIMBALA, 2015), definimos a ve-
locidade média (Vméd) como a média ponderada das velocidades nor-
mais em relação à área da seção. Desse modo, temos que:
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(3.3)

Consideremos novamente a Equação 3.2. Se a velocidade Vn for 
substituída por Vméd ao longo da seção transversal, o valor de   não 
se altera. Com base nisso, e supondo que  é aproximadamente uni-
forme ao longo da seção transversal, podemos reescrever a Equação 
3.2 do seguinte modo:

(3.4)

Em que Vméd indica a velocidade média na direção do escoamen-
to e Ac indica a área da seção normal à direção do escoamento.

3.3 Vazão em volume

De forma análoga ao que foi exposto para a vazão em massa, 
definimos a vazão em volume, também chamada de vazão volumé-
trica, observando o volume de fluido que escoa através de uma se-
ção transversal por unidade de tempo (ÇENGEL; CIMBALA, 2015), 
ou seja:

(3.5)

Muitos livros sobre a Mecânica dos Fluidos utilizam a letra Q 
para representar a vazão em volume. Contudo, para que não se con-
funda o símbolo usado para representar a vazão em volume com 
aquele utilizado para denominar transferência de calor Q, ou com o 
símbolo usado para definir o momento linear , vamos adotar  para 
representar a vazão em volume.
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A vazão em massa e a vazão em volume podem ser relaciona-
das entre si combinando as equações 3.4 e 3.5. Assim, obtemos:

(3.6)

Para visualizar melhor como as equações foram combinadas, 
perceba que se .

3.4 Princípio de conservação de massa

O princípio de conservação de massa para um volume de contro-
le afirma que a diferença entre a massa total que entra no volume de 
controle  e a massa total que sai do volume de controle , durante 
um intervalo de tempo , é igual à variação dessa massa dentro do 
volume de controle  nesse mesmo intervalo de tempo , ou seja:

(3.7)

A Equação 3.7 pode ser expressa em termos de taxa de varia-
ção como:

(3.8)

Onde  e  são as vazões totais de massa para dentro e para 

fora do volume de controle, e  é a taxa de variação no tempo de 

massa dentro das fronteiras do volume de controle. Tanto a Equação 
3.7 quanto a Equação 3.8 são chamadas de balanço de massa e se 
aplicam a qualquer volume de controle passando por um processo 
qualquer.
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A expressão geral da conservação de massa para um volume 
de controle fixo afirma que “a taxa de variação no tempo da massa 
dentro do volume de controle mais a vazão total de massa através da 
superfície de controle é igual a zero” (ÇENGEL; CIMBALA, 2015, p. 
190). Essa expressão pode ser obtida por meio de manipulação mate-
mática dos conceitos  apresentados, em termos de massa diferencial 
e total e por meio do TTR, no capítulo 2.

Em termos de manipulação matemática dos conceitos já apre-
sentados, explicaremos a partir do seguinte exemplo: considere um 
volume de controle arbitrário como o mostrado pela Figura 3.5.

Figura 3.5 – Volume de controle arbitrário.

Fonte: Elaborada pelos autores.

Considerando um volume diferencial  dentro do volume de 
controle, com massa específica , a massa total dentro do 
volume de controle é dada pela soma de todas as massas infinite-
simais, resultando na seguinte integral:
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(3.9)

Ao derivar a Equação 3.9, temos que a taxa de variação de mas-
sa dentro do volume de controle será:

(3.10)

Quando o volume de controle é um sistema fechado, ou seja, 
quando nenhuma massa cruza a superfície de controle, de acordo 
com Çengel e Cimbala (2015), podemos expressar o princípio de con-
servação de massa como .

Contudo, quando há uma quantidade de massa entrando e sain-
do pela superfície de controle, precisamos levar esse fato em consi-
deração. Para exemplificar, observe a Figura 3.5, na qual um fluido 
escoa pela superfície de uma área diferencial dA de um volume de 
controle fixo. O vetor unitário  está orientado na direção exterior em 
dA e normal a ela, e V representa a velocidade do escoamento em 
dA em relação a um sistema de coordenadas fixo. Além disso,  é o 
ângulo entre o vetor velocidade e o vetor unitário, sendo que a vazão 
mássica é proporcional à componente normal da velocidade. Como o 
produto escalar entre dois vetores não nulos é igual ao produto entre 
seus módulos e o cosseno do ângulo formado entre eles (WINTER-
LE, 2014), a velocidade normal, em notação de produto escalar, será 
dada por:

(3.11)

Quando , o escoamento é perpendicular à superfície e pos-
sui uma vazão máxima com sentido para fora da superfície. Se , 
o escoamento está paralelo à superfície e a vazão de massa que pas-
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sa por ela é nula. Quando , o escoamento é máximo e normal 
à superfície, mas com sentido entrando (ÇENGEL; CIMBALA, 2015).

Como a vazão de massa através de uma superfície dA é propor-
cional à massa específica do fluido , à velocidade normal Vn e à pró-
pria área de escoamento dA (ÇENGEL; CIMBALA, 2015), podemos 
expressar uma vazão diferencial que passa por dA como:

(3.12)

Para obter a vazão de massa líquida para dentro ou para fora do 
volume de controle através de toda a superfície de controle, vamos 
integrar a Equação 3.12 sobre toda a superfície de controle:

(3.13)

A partir das equações 3.8 e 3.10, temos que:

(3.14)

Reorganizando os termos, temos que:

(3.15)

E a partir das equações 3.13 e 3.15, obtemos a conservação 
geral de massa:

(3.16)



91

No capítulo 2, o Teorema de Transporte de Reynolds para 
uma propriedade extensiva B e sua propriedade intensiva b corres-
pondente, em um sistema de coordenadas fixo, foi expresso como: 

.

Considerando a propriedade B como a massa m e a propriedade 
b como 1, já que a massa dividida por ela mesma resulta em 1, e ten-
do em vista que a massa de um sistema é constante, ou seja, a sua 
derivada em relação ao tempo resulta em zero, temos que:

(3.17)

Observe que a Equação 3.16 e a Equação 3.17, obtidas por 
meio de manipulação matemática e pelo TTR, respectivamente, são 
equivalentes. Se dividirmos a integral de superfície da Equação 3.17 
em duas partes, uma para o escoamento de saída (positivo) e outra 
para o escoamento de entrada (negativo), e considerando o caso de 
mais de uma entrada e saída, a relação geral para a conservação de 
massa será expressa como:

(3.18)

Ao escolhermos um volume de controle, é mais vantajoso tornar 
a superfície de controle normal ao escoamento, pois, dessa forma, 
o produto escalar  torna-se a magnitude da velocidade e a inte-
gral  torna-se simplesmente  (ÇENGEL; CIMBALA, 
2015), como podemos observar na Figura 3.6.
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Figura 3.6 – Superfície de controle oblíqua e normal ao escoamento, 
respectivamente.

Fonte: Adaptada de ÇENGEL; CIMBALA, 2015.

3.5 Equação da continuidade: simplificada

Pelo princípio da conservação de massa, observamos que a 
massa dentro do volume de controle é conservada, ou seja, não há 
perdas para o meio externo, o que implica que, em um volume de 
controle como o da Figura 3.7, a quantidade total de massa que entra 
é igual à quantidade total de massa que sai dele.
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Figura 3.7 – O princípio da conservação de massa para um sistema de 
escoamento em regime permanente com duas entradas e uma saída.

Fonte: Elaborada pelos autores.

A quantidade de massa que escoa para dentro e para fora de 
um volume de controle nem sempre é a informação mais utilizada na 
análise de problemas de escoamento em regime permanente. Entre-
tanto, a quantidade de massa que escoa por unidade de tempo, ou 
seja, a vazão em massa ou em volume, é uma informação relevante 
na análise desses problemas.

A equação da continuidade pode ser interpretada como a apli-
cação do conceito do princípio da conservação de massa em um vo-
lume de controle. Para torná-la prática, algumas condições simplifi-
cadoras são adotadas: a primeira delas é considerar o fluido como 
incompressível, dessa forma  passa a ser constante, o que implica 
que . Essa condição é amplamente aplicada, como vimos no 
capítulo 1, a massa específica dos líquidos é aproximadamente cons-
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tante e, portanto, são considerados substâncias incompressíveis. Já 
os gases são altamente compressíveis, por isso, para que o escoa-
mento de um gás seja considerado como incompressível, deve ser 
levado em conta o número de Mach, que é um adimensional definido 
pela razão entre a velocidade do escoamento V e a velocidade do 
som c, ou seja . Assim, quando o número de Mach é menor 
que 0,3, ou seja, 30% da velocidade do som no ar, podemos despre-
zar os efeitos da compressibilidade do gás e aproximar sua massa 
específica como constante (ÇENGEL; CIMBALA, 2015).

Utilizando essa simplificação, podemos ter um equilíbrio de mas-
sa para escoamentos em regime permanente. Esse equilíbrio afirma 
que a vazão em massa que entra precisa ser igual à vazão em massa 
que sai, considerando um volume de controle fixo no interior de uma 
tubulação, por exemplo. O equacionamento desse princípio é mostra-
do a seguir.

(3.19)

Outra simplificação que pode ser adotada é a de considerar o 
escoamento como uma corrente simples ocorrendo em apenas uma 
direção. No interior de uma tubulação, o que ocorre é: o fluido escoa 
geralmente na direção do comprimento do tubo formando um escoa-
mento aproximadamente unidimensional (ÇENGEL; CIMBALA, 2015), 
onde vale a hipótese adotada. Assim, podemos eliminar o somatório, 
já que a vazão ocorre em apenas uma direção e as outras parcelas 
são nulas.

(3.20)

Para exemplificar, observe a Figura 3.8, onde um conector de 
90°, além de mudar a direção do escoamento, também une tubos de 
diferentes diâmetros, sendo a área da seção 1 maior do que a área da 



95

seção 2. Sabemos, da Equação 3.4, que o valor da vazão em massa 
em determinada seção vale .

Figura 3.8 – Conector de 90° unindo tubulações de diferentes diâmetros.

Fonte: Elaborada pelos autores.

Denotando a seção de entrada como sendo a 1 e a seção de 
saída como sendo a 2, o equilíbrio de vazões fica:

(3.21)

Lembrando que , ou seja, a massa específica é considera-
da constante, podemos simplificá-la fazendo:

(3.22)

Essa expressão é amplamente utilizada no cálculo de velocida-
des de escoamento em tubulações. Ela estabelece uma relação in-
versamente proporcional entre a área e a velocidade, implicando que, 
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quanto maior a área da seção, mais lentamente o fluido se moverá 
para alimentar a mesma vazão, como ilustra a Figura 3.8.

Cabe salientar que a Equação 3.22 é válida somente para flui-
dos cuja massa específica é considerada constante, como é o caso 
dos líquidos. Entretanto, no caso do ar, as vazões em volume de con-
trole, de entrada e de saída, podem ser diferentes caso o número de 
Mach seja maior que 0,3.
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Este capítulo aborda conceitos relacionados à energia mecânica 
e apresenta a equação geral da energia e a equação de Bernoulli. A 
equação da energia representa o princípio da conservação de ener-
gia, e a equação de Bernoulli ou Teorema de Bernoulli trata da conser-
vação de três formas de energia, potencial, cinética e do escoamento 
(pressão), bem como das conversões entre essas formas de energia 
na região do escoamento, onde o efeito das forças viscosas é despre-
zível.

A equação de Bernoulli é uma das equações mais utilizadas em 
Mecânica dos Fluidos e sua dedução é apresentada neste capítulo. 
Também apresentamos a equação de Bernoulli aplicada às máqui-
nas, tais como bombas e turbinas, e os conceitos de potência do flui-
do, potência de máquinas e rendimento.

Quando o fluido se desloca em um volume de controle arbitrário, 
como em uma tubulação de água, parte da energia do escoamento é 
perdida por efeito das forças de resistência, como as forças de atrito, 
de modo que essa parcela de energia mecânica é dissipada na forma 
de energia térmica, de maneira irreversível. Portanto, os conceitos de 
perda de energia mecânica, ou mais comumente conhecidos como 
perda de carga, são apresentados neste capítulo.

S
U
M
Á
R
I
O
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4.1 A energia mecânica

De acordo com Çengel e Cimbala (2015), muitos sistemas de-
senvolvidos na Mecânica dos Fluidos têm o intuito de transportar um 
fluido de um local para outro com parâmetros de escoamento bem 
especificados. Assim, o sistema pode gerar trabalho mecânico, como 
acontece em uma turbina, ou consumir trabalho mecânico, como 
acontece em uma bomba durante o processo. 

Tais sistemas podem ser convenientemente analisados consi-
derando apenas as formas mecânicas de energia e os efeitos do atri-
to que causam a perda de energia mecânica (ÇENGEL; CIMBALA, 
2015), ou seja, ocorre uma diferenciação entre energia mecânica e 
energia térmica. A energia mecânica é a forma de energia que pode 
ser convertida direta e completamente em trabalho por dispositivos 
ideais — como uma turbina ideal de uma hidrelétrica, apresentada na 
subseção 1.16.2 do capítulo 1 —, diferente da energia térmica que, de 
acordo com a segunda lei da termodinâmica, não pode ser convertida 
em trabalho (ÇENGEL; CIMBALA, 2015).

Uma bomba transfere a energia mecânica para um fluido ele-
vando sua pressão e uma turbina extrai a energia mecânica de um 
fluido fazendo sua pressão cair (ÇENGEL; CIMBALA, 2015), logo, a 
pressão está ligada à energia mecânica. Entretanto, a pressão não 
é uma forma de energia, pois, pela análise de sua unidade, temos 

, ou seja, a pressão pode ser dada pela razão entre uma 
unidade de energia J e uma unidade de volume m³. Ainda assim, 
uma força de pressão agindo sobre um fluido em uma determinada 
distância produz trabalho, chamado de trabalho do escoamento, na 

quantidade de  por unidade de massa (ÇENGEL; CIMBALA, 2015), 

sendo isto verificado facilmente, ou seja, . É proveitoso adicio-
nar essa quantidade na equação da energia mecânica e chamá-la de 
energia do escoamento, resultando na fórmula da energia mecânica 
de um fluido em escoamento permanente, que será dada pela Equa-
ção 4.1.
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(4.1)

A parcela  da Equação 4.1 representa a energia do escoamen-

to,  a energia cinética ou de movimento, e , a energia potencial 
gravitacional. Se ocorrer a variação da energia mecânica, tomando 
como base a Equação 4.1, ela será dada pela Equação 4.2.

(4.2)

Observemos que a massa específica  não se altera e que a 
Equação 4.2 é aplicada apenas a fluidos incompressíveis, além de a 
energia mecânica de um sistema não se alterar se a pressão, a veloci-
dade e a elevação permanecerem constantes. Outrossim, na ausência 
de perdas, a variação da energia mecânica representa o trabalho me-
cânico fornecido ao fluido se  < 0 ou extraído do fluido se  > 0 
(ÇENGEL; CIMBALA, 2015).

Tomando como exemplo um sistema de instalação hidráulica, 
cuja energia do fluido armazenada no reservatório chega ao chuvei-
ro com pressão suficiente para um banho confortável, fica mais fácil 
perceber quais são as formas de energia mecânica envolvidas nesse 
sistema.
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Figura 4.1 – Uma caixa d’água utilizada para o estudo da energia 
mecânica no escoamento.

Fonte: Elaborada pelos autores.

No esquema da Figura 4.1, há uma elevação de 15 metros 
(z = 15 m) de uma caixa d’água. Com isso, o fluido no ponto 1, 
levando em conta a parcela  da Equação 4.1, e a gravidade g 
igual a 9,81 m/s² têm uma energia potencial de 147,3 J/kg. Toda-
via, quando o fluido escoa do ponto 1 ao ponto 2, observamos que, 
conforme ele perde energia potencial (elevação), ganha energia 

cinética devido à atuação da gravidade, de forma que a parcela  
da Equação 4.1, referente à energia cinética, também será igual 
a 147,3 J/kg no ponto 2, pois o exemplo desconsidera as perdas 
de energia por atrito do fluido com a parede do tubo. Da mesma 
maneira, quando o fluido passar do ponto 2 e chegar no chuveiro, a 
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energia do escoamento  resulta em 147,3 J/kg. Se  e 

, a pressão da água para um banho confortável será de 
1,473 x 10⁵ Pa. Portanto, pela Equação 4.1, a energia mecânica total 
será dada por .

4.2 Equação geral da energia

Em conformidade com Çengel e Cimbala (2015), a primeira lei 
da termodinâmica, conhecida também como princípio da conservação 
da energia, é uma das principais da natureza porque permite o estudo 
de diferentes formas de energia e de suas limitações. Essa lei afirma 
que a energia não pode ser criada nem destruída durante um pro-
cesso, que ela só pode mudar de forma (ÇENGEL; CIMBALA, 2015). 
Logo, todas as parcelas de energia devem ser consideradas em um 
estudo.

Por exemplo, imagine uma pedra parada no topo de um penhas-
co. No instante t0, ela tem energia potencial gravitacional máxima. 
Suponhamos que essa pedra comece a cair morro abaixo, no instante 
t1, e, à medida que perde altura (energia potencial), ela ganha veloci-
dade (energia cinética), como pode ser observado na Figura 4.2.
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Figura 4.2 – Conversão de energia potencial em energia cinética.

Fonte: Elaborada pelos autores.

O exemplo da Figura 4.2 deixa claro a transformação de um tipo 
de energia em outro. Da mesma forma, à primeira lei da termodinâ-
mica se aplica uma dieta de aumento ou perda de peso: uma pessoa 
com maior entrada de energia (alimentos) do que saída (com ativida-
des físicas) ganhará peso (a energia será armazenada na forma de 
gordura) e, inversamente, se ela tiver uma saída maior de energia do 
que de entrada, perderá peso.

Desse modo, o princípio da conservação da energia exige que a 
transferência líquida de energia de um sistema para outro seja igual 
à variação da energia no sistema (ÇENGEL; CIMBALA, 2015). Ob-
servamos que o princípio da conservação da energia ou balanço de 
energia, analogamente ao princípio da conservação da massa, pode 
ser escrito como:
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(4.3)

Onde  é a taxa de energia que entra no sistema,  é a taxa de 

energia que sai do sistema e  representa a variação da energia 
no sistema em função do tempo.

A Equação 4.3 indica que o fluxo líquido de energia que entra e 
sai de um sistema é igual à variação da energia nesse sistema para 
um dado intervalo de tempo. Quando falamos em fluxo líquido, esta-
mos tratando basicamente da quantidade de energia que atravessa 
uma superfície de controle em um intervalo de tempo.

Os conceitos de sistema e volume de controle, assim como a 
relação entre eles, estabelecida pelo Teorema de Transporte de Rey-
nolds, também são empregados neste capítulo.

Como visto no capítulo 1, apesar de o sistema fechado não tro-
car matéria com o meio externo, ele pode trocar energia. Essa energia 
pode ser transferida de um sistema para outro por calor ou trabalho 
(ÇENGEL; CIMBALA, 2015).

A transferência de calor e a transferência de trabalho são consi-
deradas positivas quando ocorrem para dentro do sistema e negativas 
quando ocorrem para fora do sistema (MUNSON; YOUNG; OKIISHI, 
2004). Por essa razão, é importante definir com clareza o sistema que 
será determinado, pois, se a energia não entrar ou sair do sistema, 
ela será conservada.

Em um sistema fechado, a taxa líquida de transferência de calor 
para o sistema é representada por  e a taxa de transferência de 
trabalho para o sistema é representada por  (MUNSON; YOUNG; 
OKIISHI, 2004). Essas considerações, se aplicadas na Equação 4.3, 
resultam em:

(4.4)
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Onde  é a taxa de variação de transferência de calor 
para dentro do sistema (negativo se for para fora),  é a 
entrada de potência total no sistema em todas as formas (negativa, 

se for saída de potência) e  é a taxa de variação no tempo do 
conteúdo total de energia do sistema.

Figura 4.3 – Variação de energia de um sistema durante um processo.

Fonte: Adaptada de ÇENGEL; CIMBALA, 2015.

A Figura 4.3 apresenta um exemplo no qual o sistema e o 
volume de controle coincidem. Dessa forma, há uma quantidade 

 de energia térmica que entra no sistema e uma quantida-
de  que sai. Logo, . Há também 
uma quantidade  de trabalho que entra no sistema. Assim, 
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. Portanto, conforme a Equação 4.4, a taxa 
de variação no tempo do conteúdo total de energia do sistema será 

dada por .

4.2.1 Transferência de energia por calor

A temperatura dos corpos tende a se estabilizar com a tempe-
ratura ambiente, e isso fica notório ao colocarmos um copo de água 
bem gelado em cima da mesa em um dia de muito calor. Em poucos 
minutos, a temperatura da água se estabiliza com a do ambiente por-
que a diferença de temperatura entre a água e o ambiente provoca 
uma transferência de calor. Podemos traçar aqui um paralelo: assim 
como na eletrônica, a diferença de potencial  que coloca os elétrons 
em movimento é a força eletromotriz (EISMIN, 2016), aqui a diferença 
de temperatura é a força motriz da transferência de calor.

Quando essa transferência não ocorre ou ocorre de forma insig-
nificante, a ponto de poder ser desprezada, chamamos esse processo 
de adiabático. Ele ocorre quando o sistema fechado está muito bem 
isolado do meio externo ou quando a diferença de temperatura men-
cionada anteriormente é bem pequena (HELERBROCK, [20--]).

4.2.2 Transferência de energia por trabalho

O trabalho está associado à aplicação de uma força que provoca 
determinado deslocamento (HALLIDAY; RESNICK; WALKER, 2016), 
sendo que um sistema pode envolver inúmeras formas de trabalho e 
o trabalho total  é expresso como:

(4.5)
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Na Equação 4.5,  é o trabalho fornecido por um eixo girató-
rio encontrado em mecanismos como bombas ou turbinas, por exem-
plo:  é o trabalho transmitido pelas forças que a pressão exerce 
sobre a superfície de controle (Figura 4.4);  é o trabalho rea-
lizado pelas componentes tangenciais (cisalhantes, de cisalhamento 
ou viscosas) das forças atuantes na superfície de controle; e  é o 
trabalho realizado por outras forças, como as elétricas e magnéticas.

Figura 4.4 – Força de pressão aplicada em um diferencial de área dA na 
superfície de um sistema.

Fonte: Elaborada pelos autores.

Considere um sistema com uma quantidade material de fluido 
que se move com o escoamento e pode se deformar com a aplicação 
de uma pressão P em uma área dA, como ilustrado na Figura 4.4. A 
força de pressão atuando em dA será dada por PdA. Sabendo que o 
trabalho é dado pelo produto entre a força e a distância, e que a dis-
tância percorrida por unidade de tempo é a velocidade, concluímos 
que a taxa de variação no tempo do trabalho realizado pelas forças 
de pressão, sobre essa parte diferencial do sistema, será dada por:
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(4.6)

O vetor unitário  é normal e exterior à área dA, o produto esca-
lar entre os vetores  e  será positivo quando o ângulo  entre eles 
for menor que 90° (ou seja, quando o sistema expande) e negativo 
quando  for maior que 90° (ou seja, quando o sistema é comprimido). 
O sinal de negativo serve para indicar que a pressão positiva ocorre 
contrária ao vetor normal , de fora para dentro. Assim, a taxa líquida 
de trabalho realizado pelas forças de pressão em toda a superfície do 
sistema é obtida pela integração:

(4.7)

Portanto, a relação de conservação de energia em termos da 
taxa de variação no tempo de um sistema fechado pode ser escrita 
como:

(4.8)

Para determinar , relação da conservação de energia de 
um sistema pela taxa de variação no tempo, vamos utilizar o Teorema 
de Transporte de Reynolds, apresentado no capítulo 2, na Equação 

2.20 como: .

Considerando a propriedade extensiva B, a energia E e a pro-
priedade intensiva b, sendo que , temos:

(4.9)
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Das Equações 4.8 e 4.9 chegaremos à expressão para a equa-
ção geral da energia para um volume de controle fixo, móvel ou de-
formável:

(4.10)

A Equação 4.10 informa que a taxa líquida de transferência de 
energia para um volume de controle por transferência de calor e tra-
balho é igual à taxa de variação no tempo do conteúdo de energia 
no volume de controle mais a taxa de escoamento líquida da energia 
para fora da superfície de controle por escoamento de massa (ÇEN-
GEL; CIMBALA, 2015). Substituindo a integral de superfície pela taxa 
de variação do trabalho de pressão da Equação 4.7 na Equação 4.10 
e combinando-a com a integral de superfície no lado direito, obtemos:

(4.11)

Existem várias maneiras de aplicarmos os conceitos da equação 
da conservação da energia, inclusive no desenvolvimento da equação 
de Bernoulli, que será vista a seguir. Podemos utilizar os conceitos da 
equação da conservação de energia para determinar as perdas de 
energia na tubulação, a eficiência hidráulica de uma bomba, determi-
nar as grandezas relacionadas à descarga de um orifício ou vertedor, 
jato livre, ou ainda podemos trabalhar com medidores de vazão, como 
o tubo de Pitot. Alguns desses itens são abordados de forma prática e 
com pormenores no curso de Hidráulica.

4.3 Equação de Bernoulli

A equação de Bernoulli diz respeito à conservação das energias 
potenciais (gravitacionais), cinéticas e de escoamento em uma cor-
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rente de fluido onde o efeito líquido das forças viscosas é desprezível. 
Ela representa uma relação aproximada entre a pressão, a velocidade 
e a elevação, e é válida em regiões de escoamento incompressível e 
em regime permanente, onde as forças de atrito resultantes são des-
prezíveis (ÇENGEL; CIMBALA, 2015).

Para os resultados apresentados nesta seção, serão considera-
das as hipóteses simplificadoras a seguir.

•	Regime permanente: qualquer propriedade do sistema, em de-
terminado ponto, não se altera com o passar do tempo.

•	Escoamento incompressível: é a consideração feita de que a 
massa específica do fluido permaneça constante em qualquer 
posição. Na prática, essa aproximação é satisfatória para o es-
coamento de líquidos, pois são praticamente incompressíveis 
(ÇENGEL; CIMBALA, 2015). Por outro lado, para os gases, nem 
sempre é possível fazer essa simplificação, pois eles são alta-
mente compressíveis (SOUZA, [20--]).

•	Nenhum trabalho de eixo: a seção de escoamento considerada 
não pode conter nenhuma bomba, turbina, ventilador ou qual-
quer outra máquina ou propulsor, uma vez que tais dispositivos 
destroem as linhas de corrente e desenvolvem trocas de energia 
com as partículas do fluido (ÇENGEL; CIMBALA, 2015).

•	Viscosidade desprezível: sem perdas de energia devido ao atri-
to.

•	Escoamento isotérmico: a temperatura do sistema permanece 
constante.

Após adotar todas as hipóteses simplificadoras, deduzimos a 
equação de Bernoulli aplicando a Segunda Lei de Newton, chamada, 
em Mecânica dos Fluidos, de relação da conservação da quantidade 
de movimento linear (ÇENGEL; CIMBALA, 2015). Para isso, conside-
re o escoamento da Figura 4.5, que possui um volume infinitesimal de 
fluido movendo-se na linha de corrente.
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Figura 4.5 – Escoamento em regime permanente ao longo de uma linha 
de corrente.

Fonte: Adaptada de ÇENGEL; CIMBALA, 2015.

Ao aplicarmos a Segunda Lei de Newton para o volume de con-
trole na direção s, temos que:

(4.12)

Onde FS é a força que atua na direção s, m é a massa e aS é a 
componente do vetor de aceleração na direção s. As duas forças sig-
nificativas são as forças de pressão, normais às paredes do volume 
de controle infinitesimal — já que as tensões de cisalhamento são 
consideradas insignificantes nesta dedução — e a componente força 
peso na direção da linha de corrente. Fazendo o somatório de forças 
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do lado esquerdo da Equação 4.12 e aplicando a regra da cadeia da 
aceleração, temos:

(4.13)

Os dois primeiros termos do lado esquerdo da equação referem-
-se à pressão agindo em cada uma das faces do volume infinitesimal, 
onde P é a pressão, dP é a variação de pressão, dA é a área infinite-
simal da superfície, W é o peso da partícula e V é a velocidade infini-
tesimal. O terceiro termo diz respeito à componente da força peso na 
direção s. A variável θ é o ângulo entre o eixo vertical z e a direção 
normal à linha de corrente. O termo  representa a aceleração do volu-
me de controle, expressa dessa forma pela regra da cadeia.

A massa pode ser escrita como o produto da massa específi-
ca pelo volume, assim temos . Também é possí-
vel escrever o peso da partícula da seguinte forma:  
e . Lembrando da velocidade , a Equação 4.13 
pode ser escrita conforme segue:

(4.14)

Ao cancelar dA em todos os termos da equação e simplificando 
os termos com ds, temos:

(4.15)

Dividindo cada termo por  e sabendo que , temos:

(4.16)
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Integrando cada termo da Equação 4.16, obtemos:

 constante (ao longo de uma linha de corrente) (4.17)

Levando em conta a consideração feita inicialmente de que se 
trata de um fluido incompressível, ρ permanece constante e a Equa-
ção 4.17 fica sendo:

(4.18)

A Equação 4.18 é também conhecida como balanço de ener-
gia mecânica (ÇENGEL; CIMBALA, 2015). Atentemo-nos para não 
confundir o termo “balanço de energia mecânica” com “balanço de 
energia”, que resulta em outro raciocínio e outras formulações ma-
temáticas. Cada termo dessa equação está associado a um tipo de 
energia do escoamento: o termo P/ρ representa a energia de escoa-
mento atuante no fluido; o termo V²/2 diz respeito à energia cinética 
do fluido e, por último, o termo gz está associado à energia potencial 
gravitacional. Sabendo que entre dois pontos quaisquer, 1 e 2, em 
uma linha de corrente a energia total é a mesma, é comum escrever 
a equação da energia mecânica da seguinte forma:

(4.19)

Dividimos todos os termos da equação por g e temos o teorema 
de Bernoulli.

(4.20)
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Nessa equação, cada termo tem dimensão de comprimento. 
Diz-se que cada termo representa um tipo de “carga” em vez de 
energia (AZEVEDO NETTO; FERNÁNDEZ, 2015). Cada termo é de-
finido conforme segue.

•	P/ρg – carga da pressão: representa a altura de uma coluna de 
fluido para que a pressão estática P seja produzida.

•	V2/2g – carga da velocidade: representa a altura necessária para 
que o fluido atinja a velocidade V em queda livre, sem atrito.

•	z – carga da elevação: representa a energia potencial gravitacio-
nal do fluido.

Para entender onde situam-se essas cargas referentes à pres-
são, à velocidade e à elevação, observe a Figura 4.6, na qual está 
representada uma tubulação de seção circular por onde um fluido 
escoa. Perceba que a parcela referente à altura de elevação z equi-
vale à distância entre o nível de referência e um ponto, e acima da 

tubulação há uma parcela referente à pressão estática  do fluido. 

As parcelas  equivalem à cota piezométrica, que nada mais é do 
que uma cota de pressão (análoga à cota topográfica), sendo que, 
com as cotas piezométricas, podemos traçar uma linha piezométrica. 
Acima da cota piezométrica, temos a carga cinética, cuja soma das 

cargas de pressão , dinâmica  e de elevação z  resultam na linha 
de energia, que representa a energia mecânica total do sistema.
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Figura 4.6 – Tubo de secção circular por onde um fluido escoa.

Fonte: Adaptada de PORTO, 2006.

Na figura 4.6, temos os valores de pressão nas seções 1 e 2 em 
análise P1 e P2. Assim, a carga total de energia H no esquema é o 
somatório das três parcelas de energia, de forma que a Equação 4.20 
pode ser escrita simplificadamente como:

(4.21)
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4.3.1 Equação de Bernoulli com presença de máquinas

Existem máquinas que podem acrescentar ou retirar energia de 
um escoamento. As máquinas que acrescentam energia serão cha-
madas de “bombas”, enquanto as máquinas que retiram energia serão 
chamadas de “turbinas” (AZEVEDO NETTO; FERNÁNDEZ, 2015). As 
máquinas do tipo bomba hidráulica são utilizadas, por exemplo, para 
viabilizar o transporte de água potável de uma região de cota topográ-
fica mais baixa para uma região de cota mais elevada, uma vez que 
elas adicionam energia ao sistema, possibilitando que a água atue 
contra a ação da gravidade. Para exemplificar as máquinas do tipo 
turbina hidráulica, retomemos o exemplo da Figura 1.25, na qual uma 
turbina transforma, por meio do movimento de suas pás, a energia 
potencial da água em energia cinética, a qual é convertida em energia 
elétrica em um equipamento chamado gerador, acoplado na turbina.

Até o momento, não haviam sido consideradas máquinas no 
escoamento estudado, mas elas serão abordadas a partir de agora. 
Caso a máquina presente no escoamento seja uma bomba, o termo 
HB será somado ao lado esquerdo da Equação 4.21, que representa a 
quantidade de energia fornecida pela bomba. Temos:

(4.22)

Por outro lado, em presença de uma turbina, a Equação 4.22 
fica:

(4.23)

Onde HT representa a quantidade de energia retirada do fluido 
pela turbina.

Apesar de a equação de Bernoulli ser prática e amplamente apli-
cada em estudos sobre a Mecânica dos Fluidos, é preciso ter atenção 
à sua validade, uma vez que ela só se aplica a regiões do escoamento 
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onde o efeito do atrito é desprezível, ou seja, regiões não viscosas 
fora da camada limite (ÇENGEL; CIMBALA, 2015).

4.4. Potência e rendimento de máquinas

Antes de apresentar os conceitos relacionados à potência total 
de uma máquina e seu rendimento, cabe reforçar conceitos relaciona-
dos às formas de energia mecânica. A Equação de Bernoulli apresen-
ta três tipos de energia: energia potencial, cinética e do escoamento 
(pressão). Nesse caso, a energia potencial é dada pelo peso da partí-
cula W e o deslocamento z, . Como , a energia potencial 
é representada por:

(4.24)

Ao relacionar em termos unitários a Equação 4.24, obtemos a 
energia potencial de uma partícula de peso unitário ou a energia por 
unidade de peso (BRUNETTI, 2012).

(4.25)

Essa relação pode ser estendida para a energia cinética  e 

para a energia de pressão . Assim, como a energia mecânica é 
relacionada com o peso da partícula de fluido, a potência do fluido é 
relacionada ao tempo, pois, por definição, potência é qualquer ener-
gia mecânica por unidade de tempo (BRUNETTI, 2008).

Dessa forma, temos que:

(4.26)
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O que equivale à:

(4.27)

A energia mecânica por unidade de peso já foi definida como 
“carga” e o peso por unidade de tempo resulta da vazão em peso QW.

(4.28)

O peso do fluido pode ser relacionado em termos específicos 

quando dividido pelo volume  (chamado de peso específico), , 
onde . Logo:

(4.29)

A relação entre o volume  e o tempo t resulta na vazão em vo-
lume Q, de forma que a Equação 4.28 pode ser reescrita:

(4.30)

Tendo o conceito de carga H como o somatório das três parcelas 
de energia mecânica (potencial, cinética e do escoamento), reescre-
vemos a Equação 4.30 para obter a potência do fluido.

(4.31)

De forma análoga ao conceito de potência do fluido, a potência 
das máquinas é calculada a partir das seguintes equações:

(4.32)
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(4.33)

Onde HB é a carga da bomba ou carga manométrica da bomba e HT 
é a carga da turbina.

Em termos práticos, parte da potência das máquinas é perdida 
na transmissão de energia, logo, a potência fornecida (bomba) ou re-
tirada (turbina) do fluido nunca será a mesma da máquina, a qual é 
definida como sendo a potência de seu eixo.

Considerando que, no sistema em que o fluido se movimenta, há 
perdas de carga (energia), a potência da máquina deverá ser sempre 
maior que a potência do fluido. Além disso, é possível calcular o ren-
dimento da bomba , pois é uma relação entre a potência do fluido e 
da máquina (bomba):

(4.34)

(4.35)

De forma análoga, a potência da turbina  é obtida:

(4.36)

(4.37)

As unidades de medida utilizadas para a potência são unidades 
de trabalho por unidade de tempo N/m�s, J/s e W ou ainda cv (cavalo-
-vapor) e hp (horse-power).
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4.5 Perda de energia mecânica no escoamento do fluido

O fluido, ao escoar através de um volume de controle qualquer, 
encontra forças de resistência, sejam elas por conta da ação da gravi-
dade (forças de campo) ou devido ao contato (pressão e atrito) (POR-
TO, 2006). As forças de resistência fazem com que o fluido perca par-
te de sua energia no trajeto de seu movimento, o que torna necessário 
o cálculo dessas perdas para quantificar a energia que entra e a que 
sai de um volume de controle.

Em um sistema hidráulico de tubulações, por exemplo, quando a 
água escoa de um local para outro, ela sofre perdas de carga devido 
ao atrito com as superfícies sólidas do tubo, chamadas de perdas de 
carga distribuídas, e, em razão de especificidades como as mudanças 
de direção do fluido nas conexões, ela sofre perdas singulares (ou 
localizadas), como apresentado na Figura 4.7.

Figura 4.7 – Perdas de carga em uma instalação que liga dois 
reservatórios de água.

Fonte: Elaborada pelos autores.

As Equações 4.22 e 4.23 apresentam o teorema de Bernoulli 
com a presença de máquinas como , no caso do uso de 
bombas, e  para turbinas. Se considerarmos as perdas 
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de carga no sistema, o teorema de Bernoulli com o uso de máquinas 
fica:

(4.38)

Detalhando a Equação 4.38, temos:

(4.39)

Onde  é a carga que entra no sistema; HB é a carga útil 

fornecida ao fluido pela bomba;  é a carga que sai do siste-
ma; HT é a carga extraída do fluido pela turbina; e Hf são as perdas de 
cargas totais no sistema (distribuídas e singulares). Na Figura 4.8, é 
possível observar as cargas de energia da Equação 4.39.

Figura 4.8 – Escoamento permanente com uso de bomba e turbina e 
representação de suas perdas de carga.

Fonte: Adaptada de ÇENGEL; CIMBALA, 2015.
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Ter conhecimento das quantidades de energia que entram e que 
saem de um volume de controle arbitrário e de suas perdas auxilia, 
por exemplo, no dimensionamento de sistemas hidráulicos das insta-
lações prediais, de sistemas de abastecimento de água potável, de 
sistemas de coleta e transporte de esgotos sanitários, de sistemas 
de aproveitamento hidrelétricos e de sistemas de aproveitamento de 
águas pluviais, entre várias outras aplicações.
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Na obra intitulada Mathematical principles of natural philosophy, 
conhecida também como Principia, de Isaac Newton, são apresenta-
das as leis que regem o movimento. As leis de Newton são caracte-
rizadas por relações entre o movimento dos corpos e as forças que 
atuam sobre ele (ÇENGEL; CIMBALA, 2015). Dentre as três leis apre-
sentadas na obra Principia, a segunda delas é de interesse para o en-
tendimento dos conceitos que desejamos apresentar neste capítulo.

5.1 O momento e a Segunda Lei de Newton

A segunda lei do movimento de Newton enuncia que uma cer-
ta alteração no movimento é proporcional à força motriz realizada e, 
além disso, dá-se ao longo da linha reta na qual aquela força é exer-
cida (CREASE, 2011). Em termos matemáticos:

(5.1)

Onde  é a força resultante, m é a massa do sistema e  é a 
aceleração do sistema. Ou seja, um sistema de massa m move-se a 
partir da aplicação de uma força (grandeza vetorial) e essa força pro-
duz uma aceleração (grandeza vetorial) no mesmo sentido e direção. 

S
U
M
Á
R
I
O
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A aceleração do corpo é obtida pela relação entre a variação de velo-
cidade do corpo e o tempo, de forma que:

(5.2)

Sabendo que o vetor aceleração representa a variação da ve-
locidade em relação ao tempo e que a quantidade de movimento, 
ou simplesmente momento, é o produto da massa do sistema e sua 
velocidade, a Equação 5.1 pode ser reescrita como:

(5.3)

Nessa equação, pode-se dizer que a taxa de variação da quan-
tidade de movimento ( ) é igual ao somatório das forças externas 
que atuam no sistema (MUNSON; YOUNG; OKIISHI, 2004).

Na Equação 5.3, observe que, assim como a força, a acelera-
ção e a velocidade são grandezas vetoriais; o momento é múltiplo da 
velocidade e, portanto, também é uma grandeza vetorial que tem a 
direção da velocidade. Sabendo que toda equação vetorial pode ser 
escrita na forma escalar para uma direção especificada, a Equação 
5.3 para uma trajetória de fluxos de corrente na direção x fica:

(5.4)

Esse conceito é conveniente para o estudo das forças resul-
tantes da variação de velocidades de fluxos de correntes, de forma 
que, em Mecânica dos Fluidos, a Segunda Lei de Newton é conhe-
cida como equação do momento linear (ÇENGEL; CIMBALA, 2015) 
ou equação da quantidade de movimento linear (MUNSON; YOUNG; 
OKIISHI, 2004).
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Como já discutido no capítulo 2, na Mecânica dos Fluidos, é 
sempre mais conveniente trabalhar com volume de controle em vez 
de sistema. Para abordar a aplicação da Segunda Lei de Newton 
(Equação 5.3) em um volume de controle finito, devemos entender 
primeiramente quais são as forças que atuam sobre o volume de con-
trole. Por isso, discutamos tais forças.

5.2 Forças que atuam sobre um volume de controle

Há basicamente dois tipos de forças que atuam sobre um volu-
me de controle: 1) as forças de campo, que agem sobre todo o volume 
de controle, como as forças da gravidade, elétricas e magnéticas; e 
2) as forças de superfície, que atuam sobre a superfície do volume 
de controle, caracterizadas como forças de pressão e de reação nos 
pontos de contato (viscosas e outras) (ÇENGEL; CIMBALA, 2015). 
Dessa forma, a força total que atua sobre o volume de controle é ob-
tida por meio da Equação 5.5, na abordagem de Çengel e Cimbala 
(2015).

(5.5)

Em um volume de controle arbitrário, isolado de sua vizinhança, 
conforme a Figura 5.1, analisaremos duas partes infinitesimais desse 
volume de controle, sendo que uma será tridimensional (onde atuam 
as forças de campo) e a outra bidimensional (onde atuam as forças 
de superfície).
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Figura 5.1 – Forças de campo e de superfície atuando em um volume de 
controle finito.

Fonte: Elaborada pelos autores.

De acordo com Çengel e Cimbala (2015), a força de campo mais 
comum é a gravidade, que exerce uma força para baixo sobre cada 
elemento do volume de controle, ou seja, o peso do elemento infinite-
simal, pois as forças elétricas e magnéticas, que também são forças 
de campo, não são relevantes para a situação em questão. Assim, 
temos a força de campo atuando em um elemento de fluido, e a equa-
ção será:

(5.6)

Onde  é a massa específica,  é o vetor gravitacional e  é o 
volume.

Integrando a Equação 5.6, obtemos a força total de campo para 
um volume de controle.

(5.7)
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Observe que, por definição, a massa específica de um fluido é a 
relação entre sua massa e o seu volume . Dessa 
forma, o somatório das forças de campo é o produto entre a massa do 
volume de controle e a aceleração da gravidade.

As forças de superfície são compostas por duas componentes, 
uma normal e a outra tangencial a um plano escolhido de modo arbi-
trário (ÇENGEL; CIMBALA, 2015), como podemos observar na Figura 
5.2, na qual as forças normais Fn geram tensões normais   (sigma) 
de pressão, que são sempre de compressão (ÇENGEL; CIMBALA, 
2015).

Figura 5.2 – Força F que atua sobre uma área dA decomposta em suas 
componentes normal e tangencial.

Fonte: Adaptada de ÇENGEL; CIMBALA, 2015.

Em contrapartida, as forças tangenciais Ft geram tensões de 
cisalhamento  (tau) compostas totalmente por tensões viscosas, vis-
to que a pressão pode agir somente na direção normal à superfície 
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(ÇENGEL; CIMBALA, 2015), como é observado nas equações 5.8 e 
5.9.

(5.8)

(5.9)

As tensões são tensores de segunda ordem também conheci-
dos como tensores de tensão de Cauchy  (OLIVER; SARACIBAR, 
2017), sendo que, para descrever as tensões de superfície em deter-
minado ponto do escoamento, vamos recorrer a uma representação 
gráfica do tensor tensão com base em uma partícula elementar de vo-
lume no formato de um cubo. Nele, as faces são orientadas de acordo 
com os planos cartesianos e os vetores de força correspondentes são 
decompostos em suas componentes normais e tangenciais. Poste-
riormente, é feito o produto com a área, como ilustra a Figura 5.3.

Figura 5.3 – Forças atuantes nas superfícies de uma partícula elementar 
de volume no formato de um cubo.

Fonte: Adaptada de OLIVER; SARACIBAR, 2017.
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Na Figura 5.4, as tensões foram representadas com a notação 
científica e, na Figura 5.5, com a notação da engenharia.

Figura 5.4 – Representação gráfica das componentes de tensão de 
uma partícula elementar de volume no formato de um cubo na notação 
científica.

Fonte: Adaptada de OLIVER; SARACIBAR, 2017.
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Figura 5.5 – Representação gráfica das componentes de tensão de uma 
partícula elementar de volume no formato de um cubo na notação da 
engenharia.

Fonte: Adaptada de OLIVER; SARACIBAR, 2017.

Nestas notações, a matriz de componentes do tensor tensão é 
escrita, respectivamente, como:

(5.10)

Todas as componentes na matriz do tensor tensão são referen-
tes às faces positivas (direita, superior e frontal) e em sua orientação 
positiva. Para simplificar, vamos utilizar a notação da engenharia, na 
qual as componentes diagonais ,  e  são as tensões normais, 
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e as componentes , , , ,  e  são as tensões de 
cisalhamento. Os x, y e z subscritos nas componentes das tensões 
são índices, sendo que o primeiro índice nas tensões de cisalhamento 
refere-se ao plano perpendicular onde a tensão é aplicada, e o se-
gundo índice refere-se à direção do eixo no qual é aplicada a tensão. 
Como nas tensões normais o plano perpendicular e o eixo são sem-
pre os mesmos, o índice é escrito apenas uma vez.

O produto escalar de um tensor de segunda ordem por um vetor 
produz um outro vetor (KUNDU; COHEN, 2008). Assim, o produto es-
calar, também chamado de produto contraído ou produto interno, do 
tensor de tensões  por um vetor unitário , com sentido para fora da 
superfície e perpendicular a ela, resulta no vetor cujo módulo é a força 
por unidade de área que age sobre o elemento de superfície, como 
mostra a Equação 5.11.

(5.11)

Integrando a Equação 5.11 sobre toda a superfície de controle, 
temos:

(5.12)

Portanto, a Equação 5.5 pode ser reescrita como:

(5.13)

A Equação 5.13 é útil para a dedução da forma diferencial da 
conservação do momento linear, ou da conservação da quantidade 
de movimento linear. Entretanto, na análise prática de um volume de 
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controle, ela raramente é utilizada devido à integral de superfície ser 
complicada (ÇENGEL; CIMBALA, 2015).

Para entender melhor como obtemos a força de superfície por 
unidade de área a partir do produto contraído de um tensor de ten-
sões por um vetor unitário perpendicular à superfície, acompanhe o 
exemplo a seguir.

Vamos considerar que a um corpo é aplicado uma força atuante 
apenas em suas laterais, ou seja, a força não será aplicada à superfí-
cie superior. Nessa condição, as componentes de tensão normal e de 
cisalhamento serão iguais a zero nas faces que estiverem na super-
fície de um elemento, como ilustra a Figura 5.6, e, por consequência, 
as componentes de tensão correspondentes na face oposta também 
serão nulas. Assim, o material no ponto estará sujeito à tensão no 
plano (HIBBELER, 2010).

Figura 5.6 – Estado geral de tensão em um elemento cúbico simplificado 
em um plano.

Fonte: Adaptada de HIBBELER, 2010.

Nosso objetivo será encontrar uma equação da força por unida-
de de área que atue em uma superfície de uma seção com orientação 
 conhecida a partir de um sistema de coordenadas rotacionadas, 

como ilustram as Figuras 5.7, 5.8 e 5.9.
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Figura 5.7 – Tensão de um elemento no estado plano de tensão.

Fonte: Adaptada de KUNDU; COHEN, 2008.

Figura 5.8 – Vista tridimensional do corte no eixo y’ de um elemento 
cúbico.

Fonte: Elaborada pelos autores.
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Figura 5.9 – Balanço de força em um triângulo elementar ABC.

Fonte: Adaptada de KUNDU; COHEN, 2008.

Considere o equilíbrio de força em um triângulo elementar ABC, 
cujos lados ,  e  e a espessura do elemento na 
direção z será dz, como mostra a Figura 5.8. Se dF é a força na face 
seccionada, então um equilíbrio de forças na direção x fornece dFx 
como:

(5.14)

Dividindo os dois lados da Equação 5.14 por dsdz, temos que:

(5.15)

Simplificando o dz nos dois termos do segundo lado da igualda-

de e sabendo que  e , obtemos:
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(5.16)

Substituindo ds dz por dA, que representa a magnitude do ele-
mento de área na superfície seccionada, a equação fica:

(5.17)

Ao multiplicar os dois lados da Equação 5.17 por dA, temos que:

(5.18)

Usando a convenção de somatório, podemos escrever 
, onde j é somado em x e y, e o símbolo  pas-

sa a representar tanto as tensões normais quanto as tangenciais. 
Um balanço de forças semelhante na direção do eixo y irá fornecer 

. Generalizando para três dimensões, temos que:

(5.19)

Como o tensor tensão é simétrico, podemos estabelecer que 
 (KUNDU; COHEN, 2008). Assim, a Equação 5.19 em nota-

ção vetorial é reescrita como:

(5.20)
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5.3 Quantidade de movimento linear para um volume 

de controle

Dada a complexidade da Equação 5.13, utilizaremos a Segunda 
Lei de Newton e o Teorema de Transporte de Reynolds para formular 
outra equação de força total agindo no volume de controle.

A Segunda Lei de Newton para um sistema de massa (m) foi 
apresentada na Equação 5.3, na qual a força resultante em um siste-
ma é o produto da variação do momento (quantidade de movimento) 
em relação ao tempo. Considerando que a massa e a velocidade po-
dem variar em diferentes pontos no sistema, a Segunda Lei de New-
ton fica:

(5.21)

Por meio da Equação 5.21, obtemos a soma de todas as forças 
externas que agem em um sistema em repouso ou se movendo à 
velocidade constante. Entretanto, na Mecânica dos Fluidos, é mais 
vantajoso trabalhar com volumes de controle do que com sistemas. 
Assim, por meio do Teorema de Transporte de Reynolds, vamos de-
senvolver uma nova equação mudando da formulação de sistema 
para a formulação de volume de controle.

No capítulo 2, a Equação 2.20 definiu o Teorema de Transporte 
de Reynolds para um volume de controle fixo, móvel e/ou deformável, 
conforme a equação:

Considerando que o momento linear  é a propriedade exten-
siva B, e que  é a propriedade intensiva b correspondente, temos 
que a equação geral da quantidade de momento será dada por:
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(5.22)

A Equação 5.22 nos diz que a soma de todas as forças externas 
agindo em um volume de controle é dada pela taxa de variação no 
tempo do momento linear do conteúdo do volume de controle mais 
a taxa de escoamento do momento linear para fora da superfície de 
controle por escoamento de massa. Essa equação é válida para volu-
mes de controle móveis, fixos ou deformáveis (ÇENGEL; CIMBALA, 
2015).

Para exemplificar em qual situação pode ser aplicada a equação 
da quantidade de movimento linear, observe o esquema da Figura 
5.10. Trata-se de uma instalação hidráulica que liga um reservatório, 
popularmente conhecido como caixa d’água, à torneira de uma pia. 
Essa instalação é composta de tubos de PVC de 50 mm de diâmetro 
e curvas de 90º, que permitem a mudança de direção do escoamento. 
Sabemos que o reservatório está a uma altura de 3,5 m da entrada 
do conector inferior e que a água escoa em regime permanente e 
uniforme a uma vazão mássica de 2 kg/s. Ademais, por simplicidade, 
vamos desconsiderar as perdas de carga e, a partir dos dados, calcu-
lar a força de ancoragem Fa na curva de 90º em destaque na Figura 
5.10. Dados:  = 1000 kg/m3, 1 m.c.a. = 9806,65 Pa.
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Figura 5.10 – Tubulação responsável por conduzir água para a torneira de 
um banheiro.

Fonte: Elaborada pelos autores.

Resolução:

Primeiro vamos traçar um volume de controle que envolva a cur-
va. Como ele é fixo, a velocidade relativa  será igual à velocidade 
absoluta , como vimos no capítulo 2.

No regime de escoamento permanente, as propriedades do 
fluido são consideradas constantes em relação ao tempo (ÇENGEL; 
CIMBALA, 2015), logo, a taxa de variação temporal do momento será 
zero. E como ele é uniforme,  pode ser substituída pela velocidade 
média . Além disso, a área da superfície de controle (SC) é a área 
na qual o fluido escoa, isto é, a área da seção circular do tubo. Assim, 
a Equação 5.22 pode ser reescrita como:
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(5.23)

No capítulo 3, a Equação 3.4 definiu a vazão mássica como: 
. Assim, temos que:

(5.24)

A Equação 5.24 fornece a taxa de escoamento do momento 
através de uma entrada ou saída uniforme em cada uma das seções. 
Como, no nosso exemplo, uma parte do fluido está saindo (s) e a ou-
tra entrando (e), devemos calcular a variação do momento.

(5.25)

Essa equação fornece uma relação para a força externa total 
que age no volume de controle. Contudo, o problema pede a força 
de ancoragem, que é a resultante das forças de contato da superfície 
sólida contra o fluido, composta por pressões laterais e tensões de 
cisalhamento sobre a área de contato. Por isso, vamos desenhar um 
diagrama de corpo livre (D.C.L.) para analisar todas as forças exter-
nas atuantes e, assim, fazer aparecer a força de ancoragem, como 
mostra a Figura 5.11.
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Figura 5.11 – Forças externas atuando no volume de controle.

 
Fonte: Elaborada pelos autores.

Na Figura 5.11, os versores  normais às seções são sempre 
desenhados com sentido para fora do volume de controle por con-
venção. Os vetores em laranja representam a força normal aplicada a 
cada elemento de área dA na superfície lateral do conector, ou seja, 
a pressão lateral, sendo que essa força é uma reação à força normal 
que o fluido aplica à parede do conector. Os vetores em verde repre-
sentam a força tangencial aplicada a cada elemento de área dA na 
superfície lateral do conector, ou seja, a tensão de cisalhamento, e 
são uma reação à força tangencial que o fluido aplica à parede do 
conector.

A força de ancoragem  em um elemento de área dA é dada 
pela soma da força normal e tangencial aplicadas à superfície lateral. 
A pressão é dada pelo produto contraído entre a força normal e a 
área, e a tensão de cisalhamento resulta do produto contraído entre a 
força de cisalhamento e a área. Assim, temos que:
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(5.26)

Integrando sobre toda a superfície lateral, obtemos:

(5.27)

A Equação 5.27 fornece a força resultante das pressões e ten-
sões de cisalhamento na superfície lateral, representada pela força de 
ancoragem . Com essa equação, a Figura 5.11 pode ser reduzida 
à Figura 5.12:

Figura 5.12 – Forças externas atuando no volume de controle com  
simplificada.

Fonte: Elaborada pelos autores.
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E, da Figura 5.12, temos que o somatório das forças externas 
atuantes no volume de controle será dado por:

(5.28)

Igualando a Equação 5.25 com a Equação 5.28, obtemos:

(5.29)

Isolando  obtemos:

(5.30)

A força peso  pode ser descoberta calculando o produto do 
peso específico da água pelo volume que ela ocupa, mais o produto 
do peso específico da curva pelo volume que ela ocupa. Contudo, 
diante das demais forças, a força peso não é significativa no cálculo 
e, por isso, vamos desprezar esse termo da Equação 5.30. Assim, 
temos:

(5.31)

Com a Equação 5.31 estabelecida, podemos finalmente aplicar 
os dados fornecidos no exemplo e encontrar a força de ancoragem.

Como as áreas de saída e de entrada são iguais, as velocida-
des, também serão iguais.
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Não estamos considerando as perdas de carga, logo, a pressão 
na entrada e na saída será a pressão em metro coluna d'água.

Para descobrir , vamos primeiro calcular suas componentes 
 e  a partir da Equação 5.31.

O negativo da componente no eixo x indica que a força  
aponta para o sentido oposto no qual foi desenhado.
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5.4 Fator de correção do fluxo de momento, 

No caso mais comum, do escoamento não ser uniforme, ou seja, 
a velocidade do fluido na entrada ou na saída não serem iguais à ve-
locidade média, devemos aplicar um fator de correção adimensional 

 na integral da superfície de controle (ÇENGEL; CIMBALA, 2015). 
Assim, temos que a Equação 5.22, em um volume de controle fixo 
com várias entradas e saídas, fica:

(5.32)

Sendo que existe um valor de  para cada entrada e saída. Além 
disso, em um escoamento laminar, o perfil de velocidade sofre uma 
grande variação em relação à sua velocidade média. Já no escoa-
mento turbulento, essa variação é pequena, como pode ser visto na 
Figura 5.13. Por isso, o valor de  é significativo no escoamento lami-
nar e aproxima-se da unidade para escoamentos turbulentos (ÇEN-
GEL; CIMBALA, 2015).

Figura 5.13 – Perfil de velocidade em uma seção transversal de um tubo 
para o escoamento laminar e turbulento totalmente desenvolvidos.

Fonte: Adaptada de ÇENGEL; CIMBALA, 2015.
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No exemplo a seguir, o eixo horizontal do conector da tubu-
lação da torneira do tanque de uma casa está a uma diferença de 
altura de 3 m do reservatório d’água. Considerando que o escoa-
mento é permanente e a perda de carga até a entrada do conector 
é de 0,8 m, calculemos a força que o fluido exerce no conector. 
Dados:  = 1000 kg/m³, 1 m.c.a. = 9806,65 Pa;  e 

.

Figura 5.14 – Tubulação da torneira.

 
Fonte: Elaborada pelos autores.

Resolução:

Fazendo as mesmas considerações que no exemplo anterior 
para o escoamento permanente e a partir da Equação 5.32, temos 
que:
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(5.33)

(5.34)

A força de ancoragem é a força de reação do fluido, ou seja, 
, assim, a partir do D.C.L. feito na Figura 5.15 e desconside-

rando a força peso, temos que:

(5.35)

Figura 5.15 – Forças atuantes.

Fonte: Elaborada pelos autores.
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A força de ação que o fluido aplica na superfície é uma força 
interna. Já a força de reação que a superfície aplica no fluido (força 
de ancoragem) é uma força externa. Forças internas não interferem 
na quantidade de movimento, por isso, na Equação 5.35, tivemos que 
usar , apenas como uma forma de fazer aparecer a força do fluido 
reescrevendo .

Combinando a Equação 5.34 com a Equação 5.35, temos:

(5.36)

Com a Equação 5.36 estabelecida, vamos aplicar os dados for-
necidos no exemplo e encontrar a força do fluido.

Para calcular a pressão nas saídas, deveria ser considerada a 
perda de carga localizada que ocorreu no conector. Contudo, como 
não nos foi fornecida essa informação, vamos considerar apenas as 
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cargas potenciais. Além disso, ocorreu uma perda de carga por atrito, 
que também não foi considerada.

Pelo princípio da ação e reação, se  é positiva,  será ne-
gativa e apontará para o sentido oposto no qual foi desenhado.

Pelo princípio da ação e reação, se  é negativa,  será 
positiva e apontará para o mesmo sentido no qual foi desenhado.
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Neste capítulo, serão discutidas a homogeneidade dimensional, 
as grandezas ou dimensões fundamentais e sua importância, aplica-
das à equação de Bernoulli. Outrossim, será apresentado o conceito, 
a relevância e a aplicação dos números adimensionais como podero-
sa ferramenta no estudo da Mecânica dos Fluidos.

6.1 Homogeneidade dimensional

Antes de discutir homogeneidade dimensional, atentemo-nos 
aos conceitos de dimensão e de unidade. De acordo com Çengel e 
Cimbala (2015), qualquer quantidade física pode ser caracterizada 
por dimensões e a unidade é uma forma de atribuir um número a es-
sas dimensões. Por exemplo, o tempo é uma dimensão medida em 
unidades de segundos.

Algumas dimensões básicas, como massa, comprimento, tempo 
e temperatura, são escolhidas como dimensões primárias ou funda-
mentais, enquanto outras, como velocidade, energia e volume, são 
expressas em termos de dimensões primárias e são chamadas de 
dimensões secundárias ou derivadas (ÇENGEL; CIMBALA, 2015).

Neste capítulo, as dimensões fundamentais utilizadas serão 
massa [M], comprimento [L] e tempo [T] ou, alternativamente, serão 
utilizadas força [F], comprimento [L] e tempo [T]. Observe que os col-
chetes [ ] indicam “dimensão de” e as iniciais [MLT] e [FLT] são siglas 

S
U
M
Á
R
I
O
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para palavras em inglês: FLT [Force, Length, Time] e MLT [Mass, Len-
gth, Time].

A Lei da Homogeneidade Dimensional nos diz que “todo termo 
aditivo de uma equação deve ter as mesmas dimensões” (ÇENGEL; 
CIMBALA, 2015, p. 293), e, assim, garantimos coerência nos resul-
tados da equação. Por exemplo: se estamos interessados em saber 
quantas canetas há em uma caixa na qual há canetas e lápis, deve-
remos somar todas as canetas, ou seja, não somaremos canetas e 
lápis.

Para verificarmos se uma equação está dimensionalmente ho-
mogênea, consideramos as dimensões fundamentais envolvidas no 
processo que se deseja analisar, pois elas possibilitam verificar se 
essa condição está sendo cumprida. A partir da escolha das grande-
zas fundamentais [FLT] ou [MLT], é possível combiná-las a fim de se 
obter todas as demais grandezas (grandezas derivadas). Para reali-
zar a análise dimensional, primeiro nos atentemos ao exemplo 6.1.

Exemplo 6.1 – Expressando grandezas derivadas em 

termos de grandezas fundamentais

Sabendo que a unidade de medida, no sistema internacional 
(SI), da massa específica ρ é dada em quilograma por metro cúbico 
(kg/m³), da velocidade V em metros por segundo (m/s), da viscosi-
dade dinâmica µ em quilograma por metro segundos (kg/m·s) e do 
diâmetro D em metros (m), expresse cada uma dessas variáveis em 
termos de grandezas fundamentais. Adotamos as dimensões [MLT] e 
[FLT].

Solução:

1º Passo: Colocar a massa específica ρ em termos de [MLT]. 
Pelo enunciado, sabemos que a unidade da massa específica é 
kg/m³. O termo kg corresponde a uma unidade de massa [M] e o 
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termo m³ corresponde a uma unidade de comprimento [L] elevado 
ao cubo. Assim, temos:

(6.1)

2º Passo: Colocar a massa específica ρ em termos de [FLT]. A 
unidade da massa específica é kg/m³. O termo m³ é colocado rapida-
mente na grandeza fundamental como [L³]. Para o termo kg, devemos 
considerar a Segunda Lei de Newton.

(6.2)

Isolando o termo m, de massa, cuja unidade é o kg, temos:

(6.3)

Força na grandeza fundamental é apenas [F], mas a unidade da 
aceleração é m/s² (razão entre um comprimento [L] e um tempo [T] 
elevado ao quadrado).

(6.4)

Dividimos a força pela aceleração e encontramos a massa em 
[FLT].

(6.5)
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Desse modo, aplicam-se propriedades de potência. A massa es-
pecífica em [FLT] é dada por:

(6.6)

3º Passo: Colocar a velocidade V em termos de [MLT] e [FLT]. 
A unidade de velocidade é m/s ou uma unidade de comprimento [L] 
por uma de tempo [T]. A diferença entre as grandezas [MLT] e [FLT] 
é que uma considera a massa e a outra, a força, mas, na unidade da 
velocidade, nenhuma delas aparece. Dessa forma, para os dois casos 
ela será dada por:

(6.7)

4º Passo: Colocar a viscosidade dinâmica µ em termos de [MLT]. 
A unidade de viscosidade dinâmica é kg/m·s. O termo kg é uma uni-
dade massa [M], o m é uma unidade de comprimento [L] e o s é uma 
unidade de tempo [T].

(6.8)

5º Passo: Colocar a viscosidade dinâmica µ em termos de [FLT]. 
A unidade de viscosidade dinâmica é kg/m·s. O termo kg em [FLT] já 
foi encontrado no segundo passo pela Equação 6.5. Desta forma:

(6.9)
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6º Passo: Colocar o diâmetro D em termos de [MLT] e [FLT]. O 
diâmetro é igual nos dois casos, portanto, é apenas uma unidade de 
comprimento [L].

(6.10)

Resultados finais:

Assim, é possível expressar grandezas derivadas em termos 
de grandezas fundamentais. Então, utilizaremos dessa ferramenta 
para fazer a análise dimensional da equação de Bernoulli e poder 
comparar se cada termo da equação possui as mesmas dimensões 
fundamentais, garantindo, dessa forma, que a equação siga a lei da 
homogeneidade dimensional.

Exemplo 6.2 – Análise dimensional da equação de 

Bernoulli

Conforme visto no capítulo 4, a equação de Bernoulli pode ser 
dada por:

(6.11)

Onde H representa a carga total de energia; P é a pressão e 

representa a energia de pressão;  representa a energia cinética; 
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 é a massa específica do fluido; V é a velocidade; e o termo  re-
presenta a energia potencial, no qual g é a aceleração da gravidade e 
z é a cota a partir de um nível de referência.

A análise dimensional — em termos de [MLT] — de cada parcela 
da equação de Bernoulli é dada a seguir:

(6.12)

(6.13)

(6.14)

Como a dimensão de todas as parcelas do lado direito da equa-
ção de Bernoulli é dada por [ML−1T−2], a equação segue a lei da homo-
geneidade dimensional, e a parcela H de carga total de energia, do 
lado esquerdo da equação obrigatoriamente também deverá ser dada 
por [ML−1T−2].

6.2 Grandezas adimensionais

Se dividirmos cada termo de uma equação que segue a lei da 
homogeneidade por variáveis e constantes de mesma dimensão, te-
remos uma equação adimensional (ÇENGEL; CIMBALA, 2015). Em 
conformidade com Brunetti (2012), uma grandeza é adimensional 
quando sua análise dimensional resulta em [M⁰L⁰T⁰] ou [F⁰L⁰T⁰], em 
outras palavras, não possui dimensão. Da mesma forma, conforme 
Brunetti (2012), a grande vantagem de utilizar números adimensio-
nais é que eles englobam as variáveis de um fenômeno. Assim, não 
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há necessidade de manusear as variáveis em si, apenas os números 
adimensionais para estudar os fenômenos físicos.

O número de Euler, por exemplo, é um parâmetro adimensional 
empregado para estudar as perdas de energia de um fluido em movi-
mento e relaciona a variação de pressão ΔP com a massa específica 
ρ e a velocidade V do fluido. Desse modo, por meio de sua equação, 
que será apresentada a seguir, sabemos que ΔP é diretamente pro-
porcional a ρ e à V², ou seja, se o módulo da variação de pressão au-
mentar, o módulo da massa específica e o da velocidade ao quadrado 
também aumentam. Do mesmo modo, a massa específica do fluido 
é inversamente proporcional à velocidade ao quadrado, ou seja, se a 
velocidade ao quadrado aumentar, a massa específica do fluido dimi-
nuirá. Portanto, o número adimensional já fornece as relações entre 
as variáveis envolvidas no fenômeno físico.

A obtenção e a análise de números adimensionais agilizam, em 
tempo e investimento, o número de experimentos feitos para estudar 
fenômenos físicos devido à utilização de apenas um teorema para 
substituir diversas ferramentas matemáticas, como gráficos, para en-
contrar a associação entre os parâmetros (BRUNETTI, 2012).

6.3 As principais grandezas da Mecânica dos Fluidos

As grandezas que aparecem com mais frequência na Mecâni-
ca dos Fluidos são: massa específica ρ, velocidade característica V, 
comprimento característico L, viscosidade dinâmica μ, viscosidade 
cinemática ν, variação de pressão ∆P, aceleração da gravidade g e 
velocidade do som c.

As principais grandezas adimensionais utilizadas na Mecânica 
dos Fluidos, e que recebem os nomes de estudiosos que contribuíram 
para o desenvolvimento da ciência e engenharia, são: o número de 
Reynolds (Re), o número de Euler (Eu), o número de Froude (Fr) e o 
número de Mach (Ma).
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Segundo Çengel e Cimbala (2015), o número de Reynolds (Re), 
dado pela Equação 6.15, é o número adimensional mais importante 
da Mecânica dos Fluidos.

(6.15)

Em concordância com Brunetti (2012), por meio do uso do nú-
mero de Reynolds, é possível classificar o escoamento de um fluido 
em laminar, transitório ou turbulento, conforme a Figura 6.1.

Figura 6.1 – Regime de escoamento laminar, transitório e turbulento de um 
fluido conforme a classificação com o número de Reynolds (Re) e algumas 
de suas características.

Fonte: Elaborada pelos autores. 

Osborne Reynolds (1842-1912) foi um engenheiro inglês que 
investigou o escoamento em tubos e desenvolveu equações para es-
coamento de fluido viscoso com base nas velocidades médias (ÇEN-
GEL; CIMBALA, 2015).

O número de Euler (Eu), dado pela Equação 6.16, conhecido 
também como número de cavitação (quando a pressão de referência 
é pressão de vapor), é um adimensional também empregado para 
estudar e, assim, evitar o fenômeno de cavitação que pode ocorrer no 
rotor de bombas (CONNOR, 2020).
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(6.16)

Na região de uma bomba centrífuga (Figura 6.2), a pressão do 
fluido pode chegar à pressão de vapor, formar bolhas de vapor e pro-
vocar microvibrações e perturbações capazes de remover materiais 
dos componentes mecânicos próximos (CAMARGO, 2018). A forma-
ção de bolhas de vapor em rotor de bomba centrífuga pode levar à 
ocorrência do processo de cavitação, causando danos aos compo-
nentes mecânicos.

Figura 6.2 – Regiões de formação de bolhas de vapor em rotor de bombas 
centrífugas.

Fonte: Elaborada pelos autores.

Leonhard Euler (1797-1783) foi um matemático suíço e colega 
de Daniel Bernoulli que formulou as equações de movimento dos flui-
dos e introduziu o conceito da máquina centrífuga (ÇENGEL; CIMBA-
LA, 2015).

O número de Froude (Fr), dado pela Equação 6.17, tem um im-
portante papel na hidráulica dos escoamentos livres, pois ele relacio-
na as duas principais forças que regem esse tipo de escoamento: a 
força de inércia e a força gravitacional (REIS, 2016).
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(6.17)

O número de Froude classifica o regime de escoamento em sub-
crítico, crítico e supercrítico, conforme a Figura 6.3 (REIS, 2016).

Figura 6.3 – Regimes de escoamento subcrítico, crítico e supercrítico, 
classificação dada por meio do número de Froude (Fr), com o nível crítico 
Nc.

Fonte: Adaptada de BAPTISTA; LARA, 2016.

William Froude (1810-1879) foi um engenheiro inglês que de-
senvolveu métodos de modelagem naval e a transferência da resis-
tência de onda e de camada limite do modelo ao protótipo (ÇENGEL; 
CIMBALA, 2015).

O número de Mach (Ma), dado pela Equação 6.18, expressa a 
relação entre a velocidade do fluido numa seção e a velocidade do 
som na mesma seção (BRUNETTI, 2012).

(6.18)

O número de Mach permite classificar os escoamentos nos se-
guintes tipos: escoamento incompressível, escoamento subsônico, 



163

escoamento sônico e escoamento supersônico (Figura 6.4), sendo 
muito útil na técnica aeronáutica (BRUNETTI, 2012).

Figura 6.4 – Classificação do escoamento do ar pelo número de Mach 
(Ma) de acordo com as perturbações que as aeronaves provocam por 
causa de suas velocidades.

Fonte: Elaborada pelos autores.

Ernst Mach (1838-1916) foi um físico austríaco que descobriu 
que os corpos com velocidade acima da velocidade do som alteram 
drasticamente as propriedades do fluido. Suas ideias tiveram grande 
influência sobre o pensamento do século XX, tanto em física quanto 
em filosofia, e ainda influenciam o desenvolvimento da teoria da rela-
tividade de Einstein (ÇENGEL; CIMBALA, 2015).

6.4 Método das variáveis repetidas: teorema Pi de 

Buckingham

Reconhecendo o poder e a utilidade da análise dimensional, 
apresentamos um método para gerar parâmetros adimensionais: o 
método das variáveis repetidas, conhecido também como teorema Pi 
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de Buckingham ou teorema dos , no qual a letra grega  indica o 
parâmetro adimensional.

O teorema de Buckingham relaciona, de modo apropriado, uma 
variável adequadamente adimensionalizada de interesse (por exem-
plo, o arrasto) com outras variáveis adequadamente adimensionaliza-
das (por exemplo, os números de Reynolds, a razão de rugosidade e 
o número de Mach) (ÇENGEL; CIMBALA, 2015).

Pelo teorema, uma equação dimensionalmente homogênea, 
que envolve k variáveis, pode ser reduzida a uma relação entre k - r 
produtos adimensionais independentes, sendo r o número mínimo 
de dimensões de referência necessário para descrever as variáveis 
(MUNSON; YOUNG; OKIISHI, 2004).

Apesar de existir vários métodos desenvolvidos com a finalidade 
de gerar parâmetros adimensionais, o método popularizado por Ed-
gar Buckingham (1867-1940), publicado pelo cientista russo Dimitri 
Riabouchinsky (1882-1962) em 1911 (ÇENGEL; CIMBALA, 2015), é 
o mais conhecido e simples.

Assim como acontece com a maioria dos procedimentos novos, 
a melhor maneira de aprender é por meio do exemplo e da prática. 
Por isso, atentemo-nos ao exemplo 6.3.

Exemplo 6.3 – Aplicando o teorema dos 

O número de Reynolds é um adimensional muito importante na 
Mecânica dos Fluidos porque relaciona as forças inerciais às forças 
viscosas de um fluido (CONNOR, 2020). Dessa forma, ele permite 
a classificação dos regimes de escoamento de fluidos em laminar, 
transitório ou turbulento. Sabendo que a massa específica ρ, a velo-
cidade V, a viscosidade dinâmica do fluido µ e o diâmetro D do tubo 
influenciam nas características do escoamento, determine a equação 
do número de Reynolds por meio do teorema dos .
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Solução:

1º Passo: Identificar as variáveis envolvidas no fenômeno. Sa-
bemos, pelo enunciado, que o número de Reynolds contém variáveis 
como massa específica ρ, velocidade V, viscosidade dinâmica µ e 
diâmetro D. Portanto, são quatro variáveis que devem ser levadas em 
conta (n = 4), sendo Reynolds um número adimensional resultante da 
combinação delas.

2º Passo: Colocar as variáveis em termos de grandezas funda-
mentais. Aqui foi adotado o FLT.

(6.19)

(6.20)

(6.21)

(6.22)

3º Passo: Identificar a quantidade de grandezas fundamentais 
que aparecem nas variáveis. No caso, aparecem as três, [F], [L] e o 
[T] (r = 3).

4º Passo: Definir o número m de adimensionais ou termos . A 
quantidade de números adimensionais que serão formados é definida 
pela diferença entre a quantidade de variáveis do fenômeno e a quan-
tidade de grandezas fundamentais presentes.

(6.23)

Conforme a Equação 6.23, temos apenas um número adimen-
sional ou um termo  a ser calculado.

5º Passo: Definir a base para a construção do termo . Deve-
mos escolher, entre as variáveis, três que serão usadas como base e 
uma que será complementar. Aqui são escolhidas três variáveis como 
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base, pois são três as grandezas fundamentais que aparecem, ρ, V, 
D, visto que, segundo Brunetti (2012), a maioria dos adimensionais 
conhecidos tem origem nelas. Portanto, serão escolhidos como base 
ρ, V, D e a variável complementar será o µ.

6º Passo: Construção do termo . Pela regra do teorema, o  
é igual ao produto entre os termos da base (cada um elevado a uma 
variável diferente) e a variável complementar.

(6.24)

7º Passo: Resolução do termo . Colocamos cada variável da 
Equação 6.24 em termos de grandezas fundamentais, ou seja, substi-
tuímos as equações 6.19, 6.20, 6.21 e 6.22 na Equação 6.24. Assim, 
temos:

(6.25)

Também pelo teorema, devemos igualar a Equação 6.25 a F⁰L⁰T⁰, 
pois buscamos deixar todos os termos da equação sem dimensão e 
fatores elevados a zero resultam em 1 que é um adimensional puro. 
Temos então:

(6.26)

Aplicamos a distributiva nos expoentes.

(6.27)

Ordenamos os termos, de acordo com as grandezas fundamen-
tais, da seguinte forma:
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(6.28)

Utilizamos o fator comum em evidência nos expoentes.

(6.29)

A partir dos expoentes da Equação 6.29, montamos um sistema 
para encontrar o valor de cada termo α da seguinte maneira:

(6.30)

O sistema resulta em:

(6.31)

Substituindo, na Equação 6.24, os valores de α encontrados por 
meio do sistema, temos:

(6.32)

Aqui é importante verificarmos se essa configuração de variá-
veis, dada pelo parâmetro , fornece, de fato, um adimensional, o 
que é feito substituindo cada variável por sua unidade de medida e 
simplificando os seus termos semelhantes.
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Como o número de Reynolds é adimensional, se os seus termos 
forem invertidos, ele continua sem medidas. Então:

(6.33)

Por conseguinte, o número de Reynolds resulta em:

(6.34)

6.5 Considerações sobre a análise dimensional e o 

teorema dos 

Para uma equação ser verdadeira, é necessário que todas as 
suas parcelas apresentem as mesmas unidades de medida, ou seja, 
quando elas forem expressas em termos de dimensões fundamentais, 
devem ter a mesma notação. As grandezas e suas unidades podem 
ser expressas por meios de três grandezas ou dimensões fundamen-
tais: Massa, Comprimento e Tempo [MLT] ou Força, Comprimento e 
Tempo [FLT]. Em conformidade, está a equação de Bernoulli, pois 
cada uma de suas partes apresenta grandeza igual a [ML-1T-2]. Assim, 
para apresentar qualquer unidade em dimensões fundamentais, um 
passo a passo deve ser seguido.

Uma grandeza é adimensional quando sua análise dimensional 
resulta em [M⁰L⁰T⁰]. Os números adimensionais são muito importan-
tes porque eles representam a relação entre as variáveis envolvidas 
em um fenômeno físico de modo que eles permitam analisar se as 
variáveis são direta ou inversamente proporcionais. Obter os números 
adimensionais pelo teorema, facilita o estudo e a compreensão dos 
fenômenos estudados.
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Portanto, o teorema Pi de Buckingham é uma ferramenta pode-
rosa, pois, por meio dela, utilizando a “receita”, podem ser adimen-
sionalizados os termos de uma equação, resultando na obtenção dos 
parâmetros adimensionais utilizados, por exemplo, para a classifica-
ção do escoamento, como é o caso do número de Reynolds. O teo-
rema precisa ser aplicado da maneira correta, sempre pensando no 
resultado esperado, para que ele seja efetivo.
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Dedicamos o espaço deste capítulo para conversar com você, 
leitor, por meio dos nossos relatos sobre o processo de elaboração 
desta obra por autores discentes e docentes e as nossas expectativas 
quanto ao uso do material.

Alexandre Gimenez Monge 
Estudante do curso de Engenharia Civil da UFGD

A participação na elaboração desta obra me proporcionou di-
versos aprendizados e expectativas sobre o seu uso. Em relação aos 
aprendizados, notei grande diferença entre estudar o assunto na fa-
culdade, durante a disciplina de Mecânica dos Fluidos I, e desenvol-
ver textos explicando os seus conceitos. Dessa maneira, como em 
qualquer trabalho acadêmico, a necessidade do escritor de se colocar 
no lugar do leitor foi evidenciada, pois, para a pessoa que tem acesso 
ao conteúdo poder compreender os conceitos e ideias, é necessá-
ria uma boa escolha de palavras e o domínio do conteúdo. Passei a 
compreender com mais rapidez os assuntos de Mecânica dos Flui-
dos, uma vez que o tempo e a prática oferecem familiaridade com o 
tema. Ao mesmo tempo, a importância das citações e das referências 
tornou-se clara quando percebi o papel das normas para garantir que 
não houvesse plágio, mas a transmissão de argumentos e conheci-
mentos embasados em estudos teóricos e acadêmicos.
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Ao mesmo tempo, um dever que eu não aguardava, mas que 
me trouxe um ótimo aprendizado e que, com certeza, aplicarei em tra-
balhos acadêmicos posteriores, foi a elaboração de figuras originais 
para a obra, atividade que descobri ser muito interessante devido à 
liberdade existente durante o processo desde que haja fundamenta-
ção. As figuras foram elaboradas visando representar situações que 
auxiliem no entendimento dos temas apresentados, e proporcionaram 
uma relação mais próxima com programas de criação e edição, como 
o Paint 3D e o AutoCad, o que tornou a tarefa descomplicada.

Quanto às minhas expectativas sobre o uso deste material, es-
pero que haja o entendimento das ideias contidas em cada parágrafo 
por parte do leitor e que os discentes de Mecânica dos Fluidos te-
nham um melhor desempenho na disciplina.

Augusto Salomão Bornschlegell 
Professor do curso de Engenharia Mecânica da UFGD 

Doutor em Engenharia Mecânica (UVHC, França)

Agradeço à professora Lôide pelo convite em trabalhar neste 
projeto, uma iniciativa inovadora que fortalece os conceitos dos en-
volvidos ao mesmo tempo que gera um material com linguajar mais 
próximo ao dos estudantes. Vários foram os desafios. Chegamos nes-
te resultado graças ao empenho e à dedicação de cada um dos estu-
dantes e graças à condução cuidadosa da professora Lôide. Externo 
também meus agradecimentos aos revisores pelas valiosas contribui-
ções. Acredito que este resultado parcial motive a continuidade deste 
projeto e que inspire outros colegas a seguirem o mesmo caminho.



173

Janaina Nobre de Oliveira 
Estudante do curso de Engenharia Civil da UFGD

A construção desta obra foi um desafio dividido em duas etapas: 
superar a falta de domínio do conteúdo e aprender a melhor forma de 
transmitir o conhecimento adquirido. Acredito que, de certa forma, nós 
vencemos esse desafio. Vencemos ao ler repetidas vezes a matéria, 
ao pesquisar com dedicação exemplos objetivos e de fácil entendi-
mento para inseri-los no texto, ao escrever cada capítulo focando em 
sanar as principais dúvidas dos estudantes. Contudo, o tempo já pro-
vou que o conhecimento é um corpo em eterna expansão e sua trans-
missão sempre pode ser melhorada. Sabendo disso, me sinto grata 
por dizer que o meu próprio conhecimento e a minha capacidade em 
transmiti-lo aumentaram graças à oportunidade de fazer parte desse 
projeto.

Espero que os futuros leitores possam usar este livro como uma 
ferramenta de auxílio nessa eterna transmissão e compreensão dos 
conhecimentos ligados à Mecânica dos Fluidos.

Jorge Luis Alves Alencar 
Estudante do curso de Engenharia Civil da UFGD

Para mim, foi um privilégio muito grande participar deste projeto. 
Além do aprendizado pessoal de poder estar em contato profundo 
com os assuntos de mecânica dos fluidos, também foi possível entrar 
no imaginário dos alunos iniciantes dos cursos de engenharia e viven-
ciar suas dificuldades. Nosso desafio foi desmistificar alguns assuntos 
complexos, explicando-os da maneira mais clara possível para fazer 
com que o aluno consiga relacionar os conteúdos da mecânica dos 
fluidos com os temas de cálculo diferencial e da álgebra e, mais ainda, 
com situações práticas da vida de um engenheiro. Que este conteú-
do ajude os futuros engenheiros a desenvolverem suas habilidades e 
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conhecimentos de forma que consigam chegar mais longe em suas 
vidas acadêmicas e profissionais.

José Emanuel da Silva Montiel 
Bacharel em Engenharia Civil pela UFGD 

Mestrando em Engenharia de Construção Civil e Urbana pela 

USP

Quando escolhi Engenharia Civil como carreira, pensava em 
eternizar o meu conhecimento em construções que mudariam a vida 
das pessoas. Com o passar dos anos e com as experiências com 
monitorias, passei a compreender que existe outra forma de ficar para 
sempre marcado na vida das pessoas: por meio de ensinamentos.

A experiência que tive ao colaborar na elaboração deste livro 
foi muito enriquecedora. Posso afirmar, com certeza, que este livro, 
como texto inicial, será de grande ajuda para aqueles que procuram 
começar seus estudos em Mecânica dos Fluidos.

Agradeço à professora Dra. Lôide Angelini Sobrinha pela inicia-
tiva deste projeto e pelo convite para fazer parte dele. Agradeço tam-
bém ao professor Dr. Augusto Salomão Bornschlegell e aos demais 
colegas pela contribuição para a elaboração deste material.

José Mateus Oviedo do Nascimento 
Estudante do curso de Engenharia Civil da UFGD

A educação necessita de urgentes formas de inclusão no apren-
dizado e da ação dos estudantes para tal. Participar do projeto deste 
livro foi uma experiência de “pôr a mão na massa” em prol de facilitar 
a compreensão dos estudantes sobre conceitos complexos não ape-
nas por meio de cálculos ou dimensionamentos, mas também a partir 
da aplicação do conhecimento ao mundo material, ao que chamamos 
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de “vida real”. O mais importante é saber que o conteúdo desta obra 
pode auxiliar a melhorar o desempenho dos alunos na disciplina de 
Mecânica dos Fluidos, por isso é muito belo fazer algo em prol de 
pessoas que estão tendo a mesma vivência que você. É uma conexão 
muito construtiva.

Lucas Yasutoshi Negrete Bomura 
Bacharel em Engenharia Civil (UFGD) e estudante do curso de 

Matemática da UFGD

O projeto de elaboração desta obra contou inicialmente com a 
minha colaboração em conjunto com José Emanuel da Silva Montiel 
e de Jorge Luis Alves Alencar. Sob orientação da professora Lôide, 
nós três elaboramos o primeiro esboço desta obra, com pouquíssimas 
figuras e um texto bem enxuto. Posteriormente, após o José Emanuel 
e eu concluirmos nosso curso de graduação em Engenharia Civil, os 
novos membros da equipe Alexandre e Janaina realizaram um be-
líssimo trabalho de aprimoramento do texto, além da elaboração de 
diversas ilustrações. Meu desafio final foi converter toda a obra para 
a linguagem de editoração LaTeX, um trabalho com o qual tive certa 
dificuldade no início devido à pouca experiência que tinha com o sis-
tema. Felizmente, foi possível superar todas as dificuldades e concluir 
o presente trabalho. Espero que o livro proporcione uma boa ferra-
menta de auxílio aos estudantes que o utilizarem e agradeço previa-
mente aos que elaborarão sugestões e críticas construtivas para as 
próximas edições.
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Lôide Angelini Sobrinha (Coordenadora da obra) 
Professora do curso de Engenharia Civil da UFGD 

Doutora em Engenharia Hidráulica e Saneamento (EESC/USP)

A elaboração desta obra foi muito prazerosa, primeiro, por po-
der contribuir com a formação de estudantes em Mecânica dos Flui-
dos, conteúdo considerado como básico para todas as engenharias 
pelas Diretrizes Curriculares Nacionais do Curso de Graduação em 
Engenharia, conforme a Resolução CNE/CES n. 1, de 26 de março 
de 2021, e tido como de difícil compreensão pela maioria dos estu-
dantes; e segundo, por fomentar o processo de ensino-aprendizado 
dos estudantes envolvidos neste trabalho, uma vez que, no processo 
de elaboração, eles desenvolveram grande parte das imagens a par-
tir dos conceitos apresentados no texto e tiveram a oportunidade de 
aprimorar a sua relação com a escrita e a comunicação.

Espero que o conteúdo desta obra auxilie os leitores no estudo 
da Mecânica de Fluidos e que professores, estudantes e leitores pos-
sam contribuir com sugestões de melhorias.
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Com uma linguagem acessível, apresentamos neste livro 
os conceitos da Dinâmica dos Fluidos que envolvem, principal-
mente, a cinética dos fluidos (o movimento). Na intenção de auxi-
liar no estudo da Dinâmica dos Fluidos, os conceitos, em grande 
maioria, originais ou adaptados de outros autores, são apresenta-
dos em formato textual e de desenhos, além de serem aplicados 
a situações da realidade brasileira a fim de exemplificarmos o seu 
uso.

O diferencial desta obra está no detalhamento das equa-
ções, que têm sua dedução apresentada na forma de passo a 
passo sem suprimir nenhuma parte. Dessa forma, não partimos 
do pressuposto de que o estudante “já deve” ter adquirido de-
terminado conhecimento para deduzir uma certa equação sem o 
apoio de uma explicação minuciosa.

Recomendamos o uso desta obra como complemento nos 
componentes curriculares de Mecânica dos Fluidos, pois acre-
ditamos ser uma ótima aliada na melhoria do desempenho dos 
estudantes quanto à compreensão e à aplicação dos conceitos 
apresentados.


